Exercices corrigés
Algebre linéaire 1

1 Enoncés

Exercice 1 On rappelle que (E, +,-) est un K-espace vectoriel si
(I) (E,+) est un groupe commutatif;
(II-1) Vz,y e E,YaeK, a-(z+y)=a-z+a- y;
(II-2) Ve € E, Vo, €K, (a+0) -z =a-x+ (- x;
(II-3) Vz € E,Va, B e K, a- (B z) = (af) - x;
(I1-4)
Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel. On note Og ’élément neutre de (E,+) (que l'on appelle aussi

Vorigine de (E, +,-)) et Ok le nombre zéro (dans K). Pour tout = dans E, le symétrique de = est noté
—x.

l-z==x.

(1) Montrer que, pour tout x € E, v +x =2 - x.
(2) Montrer que, pour tout x € E, Og - © = 0p.
(3) Montrer que, pour tout x € E, (—1) -z = —uz.

Exercice 2 Soient Fi,..., F,, des sous-espaces vectoriels d'un R-espace vectoriel (F,+,-). Montrer
que F := F1 N...N F,, est un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 3 Soient (E,+, ) un R-espace vectoriel, {z1, ...,z } une famille de vecteurs de E. Montrer
que F :=vect{x1,...,zy} est un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 4 Soient (E,+,-) un R-espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel de FE et A, B deux
sous-ensembles de F.

(1) Montrer que, si A C B, alors vect A C vect B.
(2) Montrer que A est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si vect A = A.

(3) Montrer que, si A C B C F et A engendre F, alors B engendre F'.

Exercice 5 Considérons les vecteurs de R?* suivants :

1 0 1 2
e = 1 ey = 1 e3 = 0 ey = 1
1 — 1 b 2 2 bl 3 _2 ) 4 — O
1 -1 3 -1
La famille {e, e, e3,e,} est-elle libre ? Est-ce une base de R*?
Exercice 6 Considérons les vecteurs de R* suivants :
1 0 1 1
_ 1 _ 1 0 1
1 1 3 -2



(1) La famille {e1,e2,es,es} est-elle libre?
(2) Quel est le rang de la famille {e;, ez, e3,e4} 7

(3) Déterminer une relation entre les nombres réels a et 8 pour que le vecteur u = (1,1, a, 3)t
appartienne au sous-espace vectoriel engendré par la famille {e1, e2, e3,e4}.

Exercice 7 Soit E = RR, I’espace des fonctions de R dans R.

(1) Soient c et s les fonctions définies par
Ve €R, c¢(x)=cosz et s(z)=sinz.
Montrer que {c, s} est une famille libre de E. Quelle est la dimension du sous-espace vectoriel T

engendré par la famille {c, s} 7

(2) Soient a, 3,7 trois réels fixés. Soient f, g, h les fonctions définies par
Ve eR, f(z)=cos(zx+a), g(x)=cos(zx+p) et h(x)=cos(x+7).
Montrer que f, g, h appartiennent a 7', et expliciter leurs coordonnées dans la base {c, s} de T

La famille {f, g, h} est-elle libre ? Quel est son rang ?

(3) Soient ay, a2, as trois réels distincts. Pour tout entier k € {1,2,3} on note f; la fonction définie
sur R par
Ve eR, fi(r)=|r—agl.

Montrer que {f1, f2, f3} est une famille libre de E.

Exercice 8 (1) Onrappelle que Cyo(R) désigne 'espace des fonctions continues de R dans R. Montrer
que A:={f € Co(R)|Vz € R, f(z) = f(—x)} et B:={f € Co(R)|Vz € R, f(z) =—f(—x)} sont
des sous-espaces vectoriels de Co(R). Sont-ils en somme directe ?

(2) Montrer que A := {(x,y,2) ER}|z+y+2=0} et B:={(z,y,2) € R3]z —y + z = 0} sont des
sous-espaces vectoriels de R3. Sont-ils en somme directe ?

Exercice 9 (1) Soient F := {(z,z,7) € R?|x € R} et G := {(0,y,2) € R3|y, 2z € R}. Montrer que
F et G sont deux sous-espaces vectoriels de R3. Préciser leurs bases et leurs dimensions. Sont-ils
en somme directe ?

(2) Soit H := {(z,y,2,t) € R}z =2y—2, t = x+y+2}. Vérifier que H est un sous-espace vectoriel
de R*. En donner une base et la dimension.

Exercice 10 Soient (F,+,-) un R-espace vectoriel et A, B, C trois sous-espaces vectoriels de E.

(1) Montrer que (ANC)+(BNC) C (A+ B)NC. Donner un exemple dans R? pour lequel I'inclusion
est stricte.

(2) Montrer que, si A+ B=A+C, ANB=ANC et BCC, alors B=C.
Exercice 11 On considere 'application donnée par

p: R3 — R?

x —x+2y+ 2z
Y — -8z + Ty + 4z
z —13x + 5y + 8%

(1) Montrer que ¢ est une application linéaire. Déterminer 'image par ¢ des vecteurs de la base
canonique {ej, ez, ez} de R3. Calculer ¢(2e; + ez — e3).

(2) Déterminer le noyau de . En donner une base et préciser sa dimension.



(3) L’application ¢ est-elle injective ? surjective ? bijective ?

(4) Soit ¢ I'application linéaire donnée par
p: R*  — R°
() = (2
— x+y
y T+ 2y
Déterminer ¢ o .
Exercice 12 On considere 'application donnée par

p: R? — R?

ainsi que les vecteurs u := (1,2,3)! et v := (1,1,1)".
(1) Montrer que ¢ est linéaire. Déterminer p(u), p(v) et p(u — 2v).
(2) Déterminer le noyau de ¢. En donner une base et préciser sa dimension.

(3) Déterminer I'image de . En donner une base et préciser sa dimension.

Exercice 13 Soient F et F' deux R-espaces vectoriels et ¢ une application linéaire de F dans F'. Soit
A:={z1,..., 2y} une famille de vecteurs de E.

(1) Montrer que, si A est liée, alors f(A) = {p(z1),...,p(zm)} est liée.
(2)
(3)

Montrer que, si ¢(A) est libre, alors A est libre.
Montrer que, si A est libre et ¢ est injective, alors p(A) est libre.

2 Solutions

Solution de I’exercice 1

(1) Pourtout x € E,2-2=(1+1)- 2 =1-2+1-2 =2+, ou l'on a utilisé successivement les
axiomes (I1-2) et (II-4).

(2) Ona:
OK - = (OKQ) T
= Ok- (2 2) [d’apres I'axiome (I1-3)]
= Og-(z+2x) [d’apres la question (1)]
= Og-z+0k-2x.

En simplifiant (c’est-a-dire, en ajoutant —(0g - x) des deux cotés), on obtient I’égalité 0 = Ok - z.

(3) D’apres la question (2), 0p =0g -z =1+ (-1))-z=(1-2)+ ((-1)-2) =z + ((—-1) - z), ou
la troisieme égalité résulte de Paxiome (II-2) et ou la derniere égalité résulte de 'axiome (II-4).
On en déduit que (—1) - z est le symétrique de z, c’est-a-dire, —zx.

Solution de ’exercice 2 : Nous devons montrer que pour tous z,y € F et pour tout a € R,
r+ ay € F. Soient donc x,y € F et a € R quelconques. Par définition de I'intersection, pour tout
ke{l,...,m}, z,y € Fy. Comme F}, est un sous-espace vectoriel de E nous déduisons que

T+ oy € Fy,



et ce pour tout k € {1,...,m}. Donc = + ay appartient & l'intersection des Fj, c’est-a-dire, a F'.

Solution de P’exercice 3 : Remarquons tout d’abord que F' est non vide, puisque que
Op=0-21+---+0-2,, € F.
Soient z,y € F et a € R quelconques. Alors z et y s’écrivent
r=a1T1+ -+ amTm et y=ppx1+ -+ BnTm,
avec a1, ..., 0%y, 01,...,0m € R. Donc,

r+ay = (x4 -+ apxm) +a(fizr + -+ Bnm)
= (a1 +af)rr+ -+ (m + afm)Tm.

Par conséquent, x 4+ ay est une combinaison linéaire des vecteurs x1, ..., Z;,, c'est-a-dire, un élément

de F.

Solution de ’exercice 4 :

(1) Supposons que A C B, et montrons que tout élément de vect A appartient a vect B. Soit donc x
quelconque dans vect A. Si A = (), alors vect A = {0} et donc z est forcément le vecteur nul.
Comme vect B est un sous-espace vectoriel, vect B 2 0 et I'on a bien vect A C vect B. Si A est

non vide, alors

dp e N, Fzy,...,2p € A, Jag,...,p €R: z =0z + - + apxy.

Puisque A C B, les xj, sont aussi dans B, de sorte que x est une combinaison linéaire de vecteurs

de B, c’est-a-dire, un élément de vect B. On a donc encore vect A C vect B.

(2) Supposons que A = vect A. Puisque vect A est un sous-espace vectoriel, il en est de méme de A.
Réciproquement, supposons que A soit un sous-espace vectoriel, et montrons que A = vect A.
Remarquons que tout élément de A est une combinaison linéaire particuliere d’éléments de A
(prendre p = 1, @y = 1 et 1 = z). Donc on a clairement l'inclusion A C vect A. De plus, si A

est un sous-espace vectoriel, alors A est non vide. Soit alors z € vect A :

Ipe N, 3zq,...,2p € A, Jou,...,ap €ER: =01z + - + app.

Puisque A est stable par combinaison linéaire, z € A. On a donc aussi 'inclusion vect A C A.

(3) D’apres le point (1), vect A C vect B C vect F. Or, vect F' = F puisque F' est un sous-espace

vectoriel. De plus, vect A = I puisque A engendre F. Finalement, on a :
F Cvect BCF,

ce qui montre que vect B = F. Autrement dit, B engendre F'.

Solution de I’exercice 5 : On résout I’équation vectorielle ae; + Ges + ves + deq = 0. Ceci revient

résoudre le systeme linéaire

= a+v+ 29,

= a+ 3+,

= a+ 2/8 - 277

= a—0F+3y—4

o O O O

On trouve que la seule solution possible est &« = § = v = § = 0. Donc la famille {e;, ez, e3,e4} est

libre, et puisque son cardinal est égal & la dimension de R?, c’est une base de R*.



Solution de ’exercice 6 :

(1) On résout 1’équation vectorielle ce; + ey + ves + deq = 0. Ceci revient résoudre le systéme
linéaire

= a+7y+9,

a+ [ +0,

o+ 20— 2v + 26,

0 = a+pB+3y—20.

On trouve que ce systeme est équivalent au systeme

oo o
I

0 = a+~v+9,
0 = 5—%
0 = ~v—0.

Ce systeme admet d’autres solutions que la solution nulle. On en déduit que {eq, €3, e3,es} n’est
pas libre.

(2) D’apres ce qui précede, le rang de la famille {e;, e2, €3, €4} est inférieur ou égal & 3. On considere
alors la famille {e1, ez, e3}. On vérifie facilement qu’elle est libre, de sorte que le rang cherché
est en fait égal a 3.

(3) Pour que u appartienne au sev engendré par {ei, ez, e3,e4}, il faut que ’équation vectorielle
u = qe; + fes + yes + dey
admette au moins une solution. On cherche donc a résoudre le systéme linéaire

= a+7y+9,
a+ B +9,
a+ 20— 2y + 20,
= a+pB+3y-20

QR ~
Il

On vérifie que ce systeme est équivalent au systeme

1 = a+v+4,

0 = 5_77
a—1 = —v+9,
b—1 = 3v—34

En considérant les deux dernieres équations, on voit que le systeme n’a de solution que sib—1 =
—3(a — 1), c’est-a-~dire, si b+ 3a = 4.
Solution de 1’exercice 7 :
(1) Considérons I’équation acc + s = 0 dans RR. Cette équation est équivalente &

Ve €R, «acosz+ Bsinx =0.

Les choix x = 0 et © = m/2 donnent respectivement o = 0 et 5 = 0. La famille {c, s} est donc
libre, et la dimension de T est égale a 2.

(2) Puisque cos(z + a)) = cosx cos a — sin z sin «r, on voit que
f=cosa-c—sina-seT

et que les coordonnées de f dans la base {c, s} de T' sont données par le couple (cos a, — sin ).
De méme,
g=cosf-c—sinf-s€T e h=cosy-c—siny-seT;



les coordonnées de g et h dans la base {c,s} de T sont données respectivement par les couples
(cos B, —sin 3) et (cos~y, —sin~y). La fammille { f, g, h} ne peut pas étre libre, puisque son cardinal
est égal a 3 alors que la dimension de ’espace vectoriel T' est égale a 2. Son rang vaut au plus
2 (car dimT = 2) et au moins 1 (car les fonctions f, g, h sont non nulles). Le rang est égal a 1
lorsque f, g, h sont colinéaires, c’est-a dire lorsqu’il existe a et b dans R tels que f = ag = bh ou,
de maniere équivalente, lorsque

( cos « > ( cos 3 > < cos "y >
. = Qa . — b . .
—sino —sin g —sin~y

Des équations cos o = acos 3 et sina = asin 8 on tire, en les élevant au carré et en les sommant,
que a? = 1, c’est-a-dire, que a € {—1,1}. Si a = 1, alors 3 = a + 2km, et si a = —1, alors
B = a4+ m+ 2kw. En résumé, f et g sont colinéaires si et seulement si § € {a} + 7Z. De méme,
f et h sont colinéaires si et seulement si v € {a} + 7Z. La famille {f, g,h} est donc de rang 1
lorsque a, G et v different d’un multiple entier de 7 ; elle est de rang 2 dans le cas contraire.

3) Considérons l'équation o fy + Bfa + vf3 = 0 dans RR, qui équivaut & la condition
8

Ve €R, afi(z)+Bfaz) +fs(z) =0.

Les choix z = a1, x = a9 et x = a3 donnent respectivement les équations

Blar —as| +vlar —a3| = 0,
a|a2 —a1’ +’y\a2—a3| = 0,
alas —ar|+ Blag —az| = 0.
Posons a := |ag — a1, b := |ag — ag| et ¢ := |a; — az|. Le systéme d’équations précédent s’écrit
0 = aa+ b0,
0 = ca+ by,
0 = cB+an.

En résolvant ce systéme linéaire, et en tenant compte du fait que a, b et ¢ sont non nuls, on voit
que la seule solution possible est &« = § = v = 0. On peut aussi écrire le systeme sous forme
matricielle, et remarquer, pour arriver a la méme conclusion, que la matrice

a b 0
c 0 b
0 ¢ a

a pour déterminant le réel non nul —2abc.

Solution de I’exercice 8

(1) La fonction nulle v (définie par v(z) = 0 pour tout x € R) appartient & A et & B. Donc, A
et B sont non vides. De plus, pour toutes fonctions f,g € A et tout réel o, la fonction f + ag
satisfait :

Ve eR, (f+ag)(z)= f(z) +ag(x) = f(-2) + ag(—z) = (f + ag)(-z).

Par conséquent, f+ag € A. Donc A est un sous-espace vetoriel de Cy(R). De méme, pour toutes
fonctions f,g € B et tout réel o, la fonction f + «ag satisfait :

Ve eR, (f+ag)(z)= f(z)+ag(z) = —f(-z) - ag(—2) = —=(f + ag)(—2).



Par conséquent, f + ag € A. Donc B est un sous-espace vetoriel de Cp(R). Soit maintenant f
une fonction de A N B. Alors, pour tout x € R,

f(@)=f(-z) et f(z)=—f(-2),

ce qui montre que f(x) = 0. Donc f = v. On en déduit que AN B = {v} = {O¢yw)}, et que A
et B sont en somme directe.
Il est facile de voir que A et B contiennent le vecteur nul (0,0, 0). De plus, si (z,y, 2) et (2/,y/, 2)
appartiennent & A et a € R, alors (2,9, 2) + a(2/, v, 2') = (x + a2’y + ay/, 2 + «2’) satisfait

(z+az) +(y+ay)+(z+a) = (@ +y+2)+al@ +y +2) =0
Donc (z,y, z) + a(z',y/,2') € A, et A est un sous-espace vectoriel de R3. De méme, si (z,y, z) et
(«',y, ') appartiennent & B et o € R, alors (z,y,2) + a(z’,y,2') = (z + a2’y + o/, z + a2')
satisfait

(r4+ar)—(y+ay)+z+ad)=(@—y+2)+al@ -y +2)=0.

Donc (z,y, 2)+a(2’,y', 2') € B, et B est un sous-espace vectoriel de R3. Soit maintenant (z,y, 2)
un vecteur de AN B. Alors,

r+y+z2=0 et z—y+2=0.

Le vecteur (1,0,—1) satisfait les deux équations ci-dessus. On voit donc que A N B n’est pas
réduit & {(0,0,0)}. Les sous-espaces A et B ne sont pas en somme directe.

Solution de ’exercice 9

(1)

11 est facile de voir que le vecteur (0,0,0) appartient & F' et a G. Donc F' et G sont non vides.
Soient (z,z,x),(y,y,y) € F et a € R. Alors

(x,z,2) +a(y,y,y) = (r+ ay,x + ay,x + ay) € F.
Donc F est un sous-espace vectoriel de R3. Soient (0,1, 2), (0,v',2') € G et a € R. Alors
0,9,2) +a(0,y/,2") = (0,y + o/, z + a2’) € G.
Donc G est un sous-espace vectoriel de R3. On voit que
F={z(1,1,1)|]z € R} = vect{(1,1,1)},
G ={y(0,1,0) 4+ 2(0,0,1)|z,y € R} = vect{(0,1,0),(0,0,1)}.

De plus, on vérifie facilement que les familles {(1,1,1)} et {(0,1,0),(0,0,1)} sont libres. Elles
forment donc des bases respectives de F' et G. On en déduit que dim F' =1 et dim G = 2. Enfin,
si (z,y,2) € FNG,alorsz =y =z et x =0. Donc FNG = {(0,0,0)}, et F' et G sont en somme
directe.

On vérifie facilement que (0,0,0,0) € H, de sorte que F' # (). Soient (z,vy, 2,t), (¢/,y/,2',t') € H
et « € R. Alors, (x,y,2,t) + a2y, 2/, ') = (x + a2’y + ay, 2 + a2/, t + at’) satisfait :
r4+ar =2y —z+a2y —2) =2y +ay) — (2 + ),

t+at' =z +y+z+tal@ +y+2)=(r+ar)+ (y+ay) + (z + a2'),
ce qui montre que (z,v,2,t) + a(z’,y’,2',t') € H. Donc H est un sous-espace vectoriel de R*.
De plus,
H = {2y—zy,z,x+y+2)|z,yzecR}
{2(0,0,0,1) +y(2,1,0,1) + 2(~1,0,1,1)|z,y, z € R}
= vect{(0,0,0,1),(2,1,0,1),(~1,0,1,1)}.



Considérons 1’équation vectorielle «(0,0,0,1) + 3(2,1,0,1) + v(—1,0,1,1) = (0,0,0,0). Cette
équation équivaut au systeme

= 20+~

- 23

= 7

= a+pfB+7y

dont 'unique solution est a = 8 = v = 0. La famille {(0,0,0,1),(2,1,0,1),(—1,0,1,1)} est donc
libre, et c’est une base de H.

coc oo
|

Solution de ’exercice 10

(1) Soit x € (ANC)+(BNC). Alorsz =a+bavecac ANC et be BNC. Puisque a € C et
be CetC estunsev,a+be C.Donc z appartient & A + B et & C. Dans R?, Si I'on prend
A =vect{e1}, B = vect{ea} et C = vect{e; + e2}, ol {e1,e2} est la base canonique, alors

(ANC)+(BNC)={0}n{0} ={0} et (A+B)NC=R*NC=C.

(2) Puisque B C C, il suffit de montrer que C' C B. Soit donc x € C. Puisque Og € A, x = 0g+x €
A+ C. Puisque A+ C = A+ B, on peut écrire x = a + b avec a € A et b € B. Maintenant,
a=xz—b,ouzeCetxec B CC,etpusque C est unsev,a € C. Doncae ANC =BnC.
Donc a € B. Finalement, x =a + b avec a € B et b € B. Puisque B est un sev, x € B.

Solution de I’exercice 11 :

(1) Vérifions que ¢ est linéaire :

~

+
@
SR

—(az + ') + 2(ay + BY') + 2(az + p2')
= —8(ax + B2') + T(ay + BY') + 4(az + B2')
—13(ax + Ba') + 5(ay + By') + 8(az + 82)

—x + 2y + 2z —a' + 2y + 27
= a| -S8x+T7y+4z | +p| -8 +7y +47
—13x + 5y + 82 —132' + 5y’ + 87/
x a’
= ap| y | +Be| ¥
z P4
Ensuite,
—1 2 2
pler) = —8 |, ¢glea)=1| 7 [, wles)=| 4
—13 5 8

Enfin, 2e; + e —e3 = (2,1, —1)!, de sorte que

p(2e1 +ex—e3) = 2p(er1) + p(e2) — p(es)
-1 2 2 —2
= 9 —8 + 7 — 4 = —-13
—-13 5 8 —29



(2) On cherche les solutions de 1’équation vectorielle p(x) = 0. En notant x = (z,y, 2)!, on obtient
le systeme

0 = —z+2y+ 2z,
0 = —8x+Ty+4z,
0 = —13z+ 5y + 8=z.

La seule solution de ce systeme est le vecteur nul, ce que 'on peut voir aussi en calculant le
déterminant de la matrice

-1 2 2
-8 7 4
—-13 5 8

Donc ker ¢ = {0}, 'unique base de ker ¢ est (), et sa dimension est nulle.

(3) Puisque ker ¢ = {0}, I'application ¢ est injective. Puisque les dimensions des espaces de départ
et d’arrivée sont toutes deux égales a 3, ¢ est aussi surjective, et donc bijective.

(4) En notant x = (z,y)!, on a :

(poh)(x) = »(¥)(x))
r—y
= ¢| x+y
x4+ 2y
—(z—y)+2(x+y)+2(z+ 2y)
= —8(x —y)+7(x+y)+4(z + 2y)
—13(x —y) + 5(x + y) + 8(z + 2y)

3z + Ty
= 3z + 23y
34y
Solution de I’exercice 12 :
(1) Vérifions que ¢ est linéaire :
x x
plal v | +8 ¥
z z
ax + B’
ay + By’
az + (32
_ ([ (ay+By") + (az + B2')
a ax + Bz’
_ a<y+z>+ﬂ<y+z )
z
x x
= ap| y |+B8p| ¢
z z

Ensuite, ¢(u) = (5,1)%, p(v) = (2,1)% et



(2) Le vecteur (x,v, z)! appartient & ker ¢ si et seulement si y+2 = 0 et 2 = 0. C’est donc ’ensemble
des vecteurs de la forme (0,y,—y)! ony € R :

0
ker ¢ = Y yeR 3 = vect 1
Le sous-espace vectoriel ker ¢ est donc de dimension 1, et admet pour base le singleton {(0, 1, —1)*}.

(3) D’apres le théoreme du rang, dimR? = rg ¢ + dimker ¢, ce qui implique que rg = 2. On en
déduit que im ¢ = R? et que n’importe quelle base de R?, par exemple la base canonique, est
une base de im ¢.

Solution de I’exercice 13

(1) Si A est liée, il existe aq, ..., a, non tous nuls tels que oy, + - - + @z, = 0. Mais alors
a1p(1) + -+ amp(@m) = plarxs + -+ + apam) =0,

et puisqu’au moins un des «; est non nul, non voyons que {¢(x1),...,¢(Tm)} est liée.

(2) Ce point se déduit du précédent par contre-apposition.

(3) Supposons A libre et ¢ injective, et considérons I’équation ajp(x1) + -+ + ame(zm) = 0.
Le membre de gauche n’est autre que p(ayx; + -+ + amxn,), et puisque ¢ injective, on a
nécessairement a1xq + - - - + Ty, = 0. Puisque A est libre, on déduit de cette derniere équation
que a1 = ... =, = 0. Donc ¢(A) est libre.



