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AVANT-PROPOS

Ce polycopié est le support du cours de Théorie de la mesure et de l'intégration enseigné a 1'université
Joseph Fourier de Grenoble en troisieme année de licence de mathématiques fondamentales par Thierry
Gallay !. 11 a été transcrit tout au long de I’année et ne saurait en aucun cas remplacer le cours.

Ce document est tres proche du cours enseigné, et excepté quelques infimes modifications (et I’annexe),
il retranscrit le cours tel qu’il a été donné a tous les étudiants. En conséquence de quoi, il n’est pas un ap-
profondissement du cours, au contraire des livres disponibles dans la bibliographie. L’annexe présente
la mesure de Hausdorff, née une quinzaine d’année apres celle de Lebesgue, qui permet notamment la
mesure d’objets de dimension inférieures, et n'a pas été traitée en cours. Elle nécessite de connaitre les
chapitres 1 et 3.

Pour toute remarque, suggestion ou correction concernant ce document, merci de me contacter pour que
je puisse modifier et corriger ce polycopié.

Tancrede Lepoint.
http :/fwww.kilomaths.com/ tanc/
Tancrede.Lepoint@e.ujf-grenoble.fr
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INTRODUCTION

Une théorie de I'intégration est un procédé qui associe a toute fonction f (dans une certaine classe) un
nombre I(f), appelé intégrale de f et qui vérifie certaines propriétés (linéarité, positivité, ...).

Exemple (fondamental). On retrouve pour la premiere fois 1’exemple suivant (actuellement connu comme
I'intégrale de Riemann) dans le cours de Cauchy en 1820.

Soit C°([a,b],R) l'espace des fonctions continues sur un intervalle [a,b] a valeurs dans R. Pour tout
f €C%Ja,b],R), la limite suivante existe :

b—a =~ b—a
I(f) = lim Zfa—i—z (€))]
i=0

La correspondance f — I(f) est:

— linéraire :
= I(fi+ f2) = I(f1) + I(f2),Yf1, f2 € C%([a, ] ,R)
— I(Nf) = M(f),Vf € C%([a,b] ,R),VA € R

— positive : 5i f > 0, alors I(f) > 0. Dans ce cas, I(f) a une interprétation graphique (figure 1) : c’est
l'aire sous le graphe de f.

a \I b

FIGURE 1 - Interprétation graphique deg intégrale d"une fonction positive

Remarque. Il n’est pas nécessaire d’utiliser une subdivision réguliére pour calculer I(f).
Pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour toute subdivision ¢ = 2o < z1 < --- < xn = b de l'intervalle

[a, b] tel que max;=1,.. n(x; —x;—1) < § et pour tous points §; € [r;—1,x;],i=1,...,Nona:
N
I(f) =Y f&) (@i —mi1)| <e )
i=1
vii



Mais pourquoi appelle-t-on cela 1’intégrale de Riemann ? Riemann s’est demandé pour quelles classes

de fonctions les procédés (1) et (2) permettent de définir 1'intégrale. Est-il nécessaire de se limiter aux

fonctions continues ? Il a remarqué en 1854 que 1’on pouvait utiliser ces procédés pour une certaine

classe de fonctions non continues. Les fonctions f: [a,b] — R pour lesquelles on peut définir I(f) par

(1) et (2) sont appelées des fonctions intégrables au sens de Riemann. L'intégrale I( f) est souvent notée
b

10 = [ fla.
Limitations de I'intégrale de Riemann.
— Toute fonction f: [a,b] — R intégrable au sens de Riemann est bornée.

En pratique, ce n'est pas trés génant, on peut généraliser un peu le procédé pour intégrer certaines
fonctions non bornées.

1 1
Exemple. —=dux peut étre définie comme lim —dzr =2
e |, e o). VE

1 size@Q

0 sinon
n’est pas intégrable au sens de Riemann. En effet, dans le procédé (2) on peut choisir tous les &; ration-
nels (respectivement irrationnels) et on en déduit que I(f) vaudrait 1 (resp. 0)...
Henri Lebesgue (mathématicien frangais du début du Xx*™¢ siecle) a montré qu’une fonction bornée
f: [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann si et seulement si I’ensemble de ses points de discon-
tinuité est négligeable.
Un ensemble A C R est dit négligeable si Ve > 0, A peut étre recouvert par une union dénombrable
d’intervalles dont la somme des longueurs est < €

— Intégrales et primitives. Soit F' € C°([a,b],R). Si F est dérivable sur Ja,b[ et si f = F’, a-t-on nécessai-

— Soit f: [0,1] — R définie par f(z) = . C’est la fonction indicatrice des rationnels, et f

rement le théoréeme fondamental du calcul intégral / f(z)dx = F(b) — F(a)? La réponse est non, il

n'y a aucune raison que f soit intégrable au sens de Riemann.
— Limites simples. Soit f,,: [a,b] — R une suite de fonctions intégrables au sens de Riemann. On suppose
que Vz € [a,b], lirf fn(z) = f(2).

b b
A-t-on que / f(x)dx = lirf / fn(z)dz? Siil y a convergence uniforme, on sait que cela est vrai,

a a
sinon un contre exemple est facile a trouver. En fait, la question est mal posée : méme si l'on suppose
que |fn(x)| < M,¥n € N,Vz € [a,b], la limite f n’est en général pas intégrable au sens de Riemann.

Remarque. Par contre, on peut montrer que, sous ces hypotheses, la limite des intégrales est toujours
définie.

Remarque. Tout cet exemple fondamental se généralise au cas des fonctions f: R? — R. Il faut remplacer
les intervalles [a, b] par des pavés de la forme IT = [a1,b01] X - - - X [ag, bq]

Une théorie de la mesure est un procédé qui associe a tout ensemble A (dans une certaine classe) un
nombre positif ;1(A), appelé mesure de A, et qui vérifie certaines propriétés (monotonie, additivité, ...).
En dimension 1, la mesure correspond a la longueur, a l’aire en dimension 2 et au volume au dimension
3, d’oit la généralisation.

Intégration et mesure sont étroitement liées. Si A C R?, on définit la fonction indicatrice de A par

1 size A
Ta(x) = 0 sinon 14:R?—R.
Si 14 est intégrable (pour un certain procédé d’intégration), on peut définir la mesure de A par p(A) =

/ 1 4(z)dz. On obtient ainsi une application x qui vérifie les propriétés suivantes :

viii
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Introduction

— monotonie: Si A C B, alors u(A4) < u(B) (car 14 < 1p).
— additivité :Si AN B = @ alors u(AUB) = p(A) + u(B) (car Laup = 14 + 1p).

Remarque. Quels sont les sous-ensembles de R? qui sont intégrables au sens de Riemann? On dit
que A C R? est quarrable si 14 est intégrable au sens de Riemann. On peut montrer que A C R? est
quarrable si et seulement si A est bornée et si A est négligeable.

Attention! Un espace compact de R? n’est pas nécessairement quarrable.

Mais alors, peut-on définir une mesure sur tout sous-ensemble de R?? On cherche a construire une
application x : P(R?) — R qui vérifie :

— u est additive

— p est invariante par translation et rotation

- ([0, 1)) = 1.

Attention! Une telle mesure n’existe pas si d > 3. Une démonstration de ceci utilise 'axiome du choix.
C’est le paradoxe de Banach-Tarski (1923) : Il est possible de découper la boule unité de R en un nombre fini
de morceaux et de les réarranger (apreés translations et rotations) de fagon a obtenir deux copies de la boule unité.
Moralité : On ne peut pas mesurer tous les sous-ensembles de R¢. Il faut se restreindre a une sous-famille
M qui posséde au moins les propriétés suivantes :

-geM

-SiA, BeM,alors AUBe MetANBeM

- SiA,BeMalors A\ Be M

M est un anneau booléen. Par exemple, les ensembles quarrables forment un anneau.

Si on a une théorie de la mesure, on peut en déduire une théorie de l'intégration.

Idée de la construction de 1’intégrale a partir de la mesure (Henri Lebesgue, 1901).

Soit f: R? — [0, 1]. Contrairement a la théorie de I'intégration de Riemann qui subdivise I’espace de
départ de la fonction, ici on utilise une subdivision réguliere de 1'espace d’arrivée de la fonction [0, 1].
On peut approcher f par une fonction étagée de la forme

N

i
In = Nlerstesmeiy >

=1
N

1
Remarque. On peut aussi écrire fy = E N]l{w/f(wb%}‘
i=1

/ frdp =

Pour chaque N, on définit

(x)gﬁ)

M=
2]~

N
Il
-

u(

ulla/ fa) > )

I
M=
=2~

i=1

En passant a la limite quand NV tend vers +o00, on trouve formellement

[ san= [ a5 > opar

Intégrale de Riemann

ix
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CHAPITRE 1

THEORIE GENERALE DE LA MESURE

1.1 ESPACES MESURABLES

Définition 1.1. Soit X un ensemble. On appelle tribu ou o-algébre sur X une famille M de parties de
X possédant les propriétés suivantes :

i) XeM
i) Si A € M, alors A® € M (ot A = X \ A est le complémentaire de A dans X)
iii) Si A, € M,Vn € N, alors J,,cyy An € M

Les éléments de M sont appelés les parties mesurables de X. On dit que (X, M) est un espace mesu-
rable.

Remarque. Si au lieu de iii) on demande seulement
iii") Si A, B € M, alors AUB € M

c’est-a-dire la stabilité de M par intersection finie, alors on obtient un anneau booléen.

Conséquences: — @ € Mcar X ¢ M

— Si A, € M,Vn € Nalors (), .y An € M (car (), ex An)® = U, cx A%)

— M est stable par intersection ou union finie.

— Si A et B sont mesurables, alors la différence non symétrique® A\ B = An B% € M

Evidemment, tout ensemble X posséde des tribus, par exemple :

- M = {2, X} la plus petite

- M ="P(X) la plus grande

Pour construire des tribus "intéressantes" sur X, on utilise souvent le résultat suivant :

Lemme 1.2. Soit {M;},; une famille quelconque de tribus sur X. Alors M =
sur X.

;1 M est encore une tribu

Démonstration. La vérification est immédiate. ]

1. Dans ce cours, on utilise la différence non symétrique. On peut aussi définir la différence symétrique
AAB=(A\B)U(B\A)=AnBtn@AuB)

mais elle ne sera pas utilisée ici.

—_



1.1. ESPACES MESURABLES

Définition 1.3. Soit F' une famille de parties de X. On note

o(F) = N M

M tribu sur X, MDF

Alors, o(F') est une tribu sur X appelée tribu engendrée par F. C’est la plus petite tribu sur X qui
contient F'.

Définition 1.4 (Rappel). Une topologie sur X est une famille 7 de parties de X telles que:
-geT , XeT

-Si04,...,0, €T,alors()_, 0, €T

— Si{O;},;¢; est une famille quelconque d’éléments de 7 alors | J,.; O; € T

Les éléments de 7 s’appellent les ouverts de X . On dit que (X, 7) est un espace topologique.

Définition 1.5 (Tribu de Borel). Soit (X, 7) un espace topologique. On appelle tribu de Borel sur X
la tribu engendrée par les ouverts de X : M = o(7T).

Considérons plus en détail le cas de la tribu de Borel sur R notée B(R)

— B(R) contient tous les ouverts et tous les fermés de R

- B(R) contient les unions dénombrables de fermés (ensembles F,)

- B(R) contient les intersections dénombrables d’ouverts (ensembles Gy)

— ... et bien plus encore.

On peut montrer que la tribu B(R) a la puissance du continu. En conséquence, B(R) # P(R).

Proposition 1.6. La tribu B(R) est engendrée par les intervalles |a, +oo[ pour a € R

Démonstration. Soit M la tribu engendrée par les intervalles |a, +oo[ ot @ € R. Par construction, M C
B(R).

1
D’autre part, Va € Ron a [a, +o0] = ﬂ }a - -, +oo{ € M. Par complémentaire, | -0, a] = [a, +oo[c €
n
neN
M. Par intersection, si a < b, Ja, b[ = ]—00, b[ U |a, +o0[ € M.
On sait que tout ouvert de R est une réunion au plus dénombrable d’intervalles de la forme |—o0, af,
la, b], a, +oc[, donc M contient tous les ouverts de R et M D B(R). O

Remarque. B(R) est engendré par les intervalles |a, +o0[, a 6 Q. En effet, pour tout a € R, il existe une

suite de rationnels (a, )nen décroissant vers a et Ja, +00] = U ap, +00[

Exercice (Pavés dyadiques dans R?). Dans R¢, on note Vk € N, P, I'ensemble des pavés de la forme
[0,27¥]" + n27%,vn € Z*. Onnote P = | J P
k=0
a. Montrer que tout ouvert de R est une réunion dénombrable de pavés dyadiques.
b. En déduire que la tribu de Borel B(R?) est engendrée par P.

N



CHAPITRE 1. THEORIE GENERALE DE LA MESURE

1.2 DEFINITION ET EXEMPLES DE MESURES

Définition 1.7. Soit (X, M) un espace mesurable.
On appelle mesure positive sur X une application p : M — [0, +oo] vérifiant :

1. p(@)=0

2. Additivité dénombrable:si {A,}, .\ est une famille dénombrable d’ensembles mesurables deux

a deux disjoints alors

neN neN

On dit que (X, M, ;1) est un espace mesuré.

Commentaires. — On dira souvent "mesure” au lieu de "mesure positive"
- La condition p(2) = 0 est nécessaire pour éviter des situations triviales.
En effet, VA€ M,ona A=AU@U@U---,donc u(A) = u(A) + 3, cn 1(D).

Proposition 1.8 (propriétés élémentaires d"une mesure positive).
1. Monotonie : Si A,B € Met A C B, alors u(A) < u(B)
2. Sous-additivité : Si A,, € M,Vn € Nalors

7 <U An> <> p(An)
neN neN
3. Si A, e M,¥n e Netsi A, C Apt+1,Yn €N, alors
1% (U An) = lim u(An)
neN e

4. Si A, e M,Vn € Netsi A, D Any1,Vn € N, avec n(Ag) < oo alors

p([) An) = lim p(A,)

n—oo
neN

Démonstration. 1. Ona B = AU(B\ A), union disjointe d’éléments de M donc u(B) = p(A) 4+ u(B\
A) > p(A).
Si p(A) < oo, on déduit que (B \ A) = u(B) — u(A)

2. Posons By = Ap,etVn > 1,B, = A, \ UZ;& Ay. Pour toutn € N,on a U A = U By.. En outre,

k=0 k=0
les { B, }nen sont deux a deux disjoints et p(B,,) < u(A4,), alors

p(l 4An) = <U Bn> =) u(Bn) < p(An)

neN neN neN neN

3. Posons By = Aget¥n > 1, B, = A\ A,_1. Alorsles B, sont 2 a 2 disjoints et Vn € N, A, = | By.
k=0

W



1.2. DEFINITION ET EXEMPLES DE MESURES

AQ Al
\\
\
N U
\ /, Bl
B RXX |
Ap By
Ainsi,
p(An) =D n(Br) —— > u(Br) =p <U Bk) —u (U An>
k=0 keN keN neN

4. Posons B,, = Ao\ A,,Vn € N. Alors la suite { B, } nen est croissante avec | J,, .y Bn = Ao \[,,en An-
En outre, u(B,) = u(Ag) — u(A,) car u(Ap) < .
Par 3), on a donc

p(Ao) — ([ An) = 1 (U Bn> = lim pu(B,) = u(Ao) — lim u(A,)

n—oo n—oo
neN neN ]

Exemples (Exemples élémentaires de mesures).

1. Mesure de comptage sur un ensemble X
Sur (X, P(X)), on définit la mesure de comptage p(A4), A C X par

card(A) si A fini
00 sinon

i) = {

Cette mesure est surtout utilisée sur des ensembles "discrets" (N, Z, Z¢, .. .)

2. Mesure de Dirac en un point
Soit (X, M) un ensemble mesurable, avec X # @ et soit z € X. On définit u: M — [0, +-00] par

1 size A
sinon

JAe M

On note souvent y = ¢,

Remarque. La condition ;1(Ag) < oo du (4) de la proposition 1.8 est nécessaire. En effet, considérons
(N, P(N)) muni de la mesure de comptage et considérons 4,, = {n,n+1,n+2,...},alors 4,, D A, et
ﬂ A, = @, maisVn € N, u(A4,) = +o0.

neN

Théoréeme 1.9 (Mesure de Lebesgue sur R). Il existe une unique mesure positive sur (R, B(R)), notée A,
telle que
A(a,b)) =b—a,VYa,b e R,a < b

I



CHAPITRE 1. THEORIE GENERALE DE LA MESURE

Remarque. La mesure de Lebesgue est diffuse : A\({z}) = 0,Vx € R.

~ 1 1
En effet, {z} = ﬂ lz — T + - [, dong, par la proposition 1.8, on a :
n=1

A({z}) = lim )\(]x—l,:zr—i—l[): lim g:O

n—-+oo n n n—+oo 1

On dit aussi qu’elle ne charge pas les points (au contraire de la mesure de Dirac).

Conséquences: — A(]a, b)) = A([a,b]) = A]a,b]) = A([a,b]) =b—asia<b
— Les ensembles dénombrables sont de mesure nulle.

1.3 EXEMPLE : ENSEMBLE DE CANTOR

oo

Soit (an)nen une suite de réels > 0 tels que Z 2", < 1. On construit une suite décroissante de com-
n=0

pacts inclus dans [0, 1] de la fagon suivante :

- AO = [Oa 1]

- A = [O, 1’20‘“} U [”;“",1}

Pour tout n € N, A, s’obtient de A,, en retranchant de chacun des 2" intervalles le composant un

intervalle ouvert, centré, de longueur «,.

Ap:
Al .
— ——
@0
A2 . JR— —_— —_—
——— — —— N——
g Qo aq
Par construction, A,,+1 C A, et A, est constitué de 2" intervalles compacts disjoints de longueurs égales.
n—1

En outre, A(A,) =1 — Z 28ay, > 0. On définit
k=0

K:ﬂAn

neN

Alors K est un compact non vide (car intersection d"une suite décroissante de compacts non vides). On
a K = o. Eneffet, Vn € N, K C A,, et A, ne contient aucun intervalle de longueur supérieure a 2~". On
en déduit que K = 0K (o1 OK est la frontiére de K). De plus, on a

oo

— 3 — n

A(K) = lim A(An) =1- > 2", 20
n=0

Sil’on choisit les (ay,) tels que Y02 ) 2", = 1, alors c’est un Cantor maigre (de mesure nulle).

Sil’on choisit les (av,) tels que 220:0 2"qy, < 1, alors c’est un Cantor gras (de mesure strictement posi-

tive).

Enfin, K est équipotent a 2 (chaque point du Cantor est définit de maniére unique avec une suite de 0

et de 1 selon qu’il se trouve dans l'intervalle de gauche ou de droite a chaque nouveau découpage du

Cantor), et a donc la puissance du continu.

Remarque. K contient nécessairement des sous-ensembles non boréliens, méme lorsque A(K) = 0. En
particulier, il existe des sous-ensembles d’ensemble de mesure nulle qui ne sont pas mesurables !

Q1
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1.4 COMPLETION DES MESURES

Définition 1.10. Soit (X, M, 1) un espace mesuré.
1. On dit que A C X est négligeable (pour la mesure ;) si A € M et u(A) =0.

2. On dit que la mesure 1 est compléte si tout sous-ensemble d’un ensemble négligeable est encore
négligeable.

Remarque. On a vu qu'un Cantor de mesure nulle contenait des sous-ensembles non mesurables, donc
non négligeables. On en déduit donc que la mesure de Lebesgue A sur B(R) n’est pas compléte !

Proposition 1.11 (complétion des mesures). Soit (X, M, u) un espace mesuré. Soit M* 'ensemble de
toutes les parties E de X telles qu’il existe A,B € M avec A C E C B et u(B\ A) = 0. On définit
alors p*(E) = p(A). Ainsi, M* est une tribu sur X et p* une mesure complete sur M qui prolonge p.

Remarque. SiE € M, etcomme E C E C E,alors E € M* et u*(E) = u(E).

Démonstration. — Il faut vérifier que p* est bien définie.

AlC:E;C<Bl, N(Bl\14ﬂ =0 . . _

Ay C EC By, p(Bo\ As) =0 JA;,B; € M,i = 1,2. Alors A1 C B», donc
w(A1) < p(Bsz) = u(Asz). En répétant I'argument dans l'autre sens, on montre aussi que p(As) <
(A1), donc p* est bien définie.

— Il faut vérifier que M* est une tribu sur X.

Supposons que

- XeM*
—B\A
——
- Si A C E C B, par passage au complémentaire on a B ¢ EC c ACavec u(AC \BC) =u(B\A) =0.
Onadonc E € M* = E® € M*
- Si A, C E, C B, avec u(B, \ 4,,) = 0 alors U A, C U E, C U B,,.

neN neN neN
\—\f—’ \—\f—’ \—Nr—/
OrB\A=|JB,\Ac | Bn\A4, doncuB\A ZMB \A
neN neN neN
Ainsi, B, € M*,Vn e N= | | E, e M"
neN

On en déduit que M* est une tribu sur X.
— Il reste a vérifier que u* est bien une mesure. Clairement, u* (@) = (@) = 0 car @ € M. Par ailleurs,
si {En}, cy est une famille disjointe dans M*, alors dans 1’étape précédente les A,, le sont aussi et on

adonc:
e o= (Ua) = Tt - Tote

neN neN neN neN [

Définition 1.12. On appelle tribu de Lebesgue sur R, et on note £L(R), la tribu qui complete la tribu de
Borel B(R) pour la mesure de Lebesgue .
On appelle encore mesure de Lebesgue la mesure complétée A: L(R) — [0, +o0]

o))
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Remarque. La tribu de Lebesgue n’est pas équipotente a R mais a P(R). En effet, tout sous-ensemble
d’un ensemble de Cantor de mesure nulle est mesurable pour la mesure de Lebesgue.

Question: A-t-on L(R) = P(R)? La réponse est non.

Exemple (d"un ensemble non mesurable). Sur R on définit une relation d’équivalence:z ~y < z —y €
Q. Onnote X = R/.. le quotient de R par cette relation d’équivalence. Pour tout x € X, on choisit? un
représentant e; € [0,1]. Onnote E = {e, | z € X} C [0, 1]. Alors E n’est pas mesurable pour la mesure
de Lebesgue (E ¢ L(R)). Supposons en effet que £ € L(R). Ona:

R = U ¢ + E (union disjointe)
q€Q

AR) =+00 =Y AMg+E)=>_ AE) = AE) >0

q€Q q€Q

D’autre part, U g+ E C[0,2] donc
q€QN[0,1]

A[0.2)=2> > AE) =+
geQn[o,1]

On obtient une absurdité.

On a aussi un théoréme d’existence de la mesure de Lebesgue sur R?

Théoréme 1.13 (Mesure de Lebesgue sur R?). Il existe une unique mesure positive sur (R%, B(R?)), notée
)\, telle que pour tout pavé P = [ay,b1] X [ag,ba] X - -+ X [ag,bg) C R?, on ait :

d

AP) = [1(bi - i)

=1

Comme précédemment, on peut compléter la tribu B(R?) et étendre la mesure A a £(R?). La mesure de
Lebesgue (sur B(R?) ou £L(R?)) possede en outre les propriétés suivantes :

a) A estinvariante par translation et rotation

b) A est réguliere, i.e. VE C RY mesurable, on a
- AM(E) =sup {\(K) | K compact, K C E}. C’est la régularité intérieure.
- AME) =inf {A\(V) | V ouvert, V D E}. C’est la régularité extérieure.

2. Ici, on se sert de I’axiome du choix!

N






CHAPITRE 2

THEORIE GENERALE DE
L'INTEGRATION

Maintenant que 1’on a étudié la théorie générale de la mesure dans le chapitre 1, et en admettant 1’exis-
tence et 'unicité de la mesure de Lebesgue sur R, on va pouvoir définir, comme conséquence, une
théorie de l'intégration. On construira donc une intégrale a valeurs dans R ou C, puis on comparera
avec l'intégrale de Riemann. Enfin, on donnera des théoremes de continuité et dérivabilité sur les inté-
grales dépendant d’un parametre avant d’étudier la fonction I d’Euler.

2.1 FONCTIONS MESURABLES
2.1.1 Définitions et généralités

Définition 2.1. Soit (X, M) et (Y, V) deux espaces mesurables. On dit qu'une application f : X — Y
est mesurable (pour les tribus M et V) si

fYB)e M\VBeN
Cela rappelle la notion de fonction continue dans les espaces topologiques.

Définition 2.2 (Rappel). Soit (X,T) et (Y,S) deux espaces topologiques. On dit qu'une application
f: X — Y est continue si
fTYB)eT,vBeS

Les fonctions mesurables sont aux espaces mesurables ce que les fonctions continues sont aux espaces
topologiques.

Remarques. 1. Si (X, M) est un espace mesurable, si Y est un ensemble quelconque et f : X — Y,
alors on peut toujours munir Y d"une tribu V telle que f soit mesurable.
Evidemment, on peut prendre N' = {&, Y} (et c’est la plus petite tribu possible). Un meilleur choix
estde poser N = {B C Y | f~}(B) € M}. Alors \ est une tribu (exercice), et c’est la plus grande
tribu sur Y qui rende f mesurable.
On dit que N est la tribu image de M par f.

2. Si X est un ensemble quelconque, si (Y, ) est un espace mesurable, et f : X — Y, alors on peut
toujours munir X d’une tribu M telle que f soit mesurable.
Evidemment, on peut prendre M = P(X) (et c’est la plus grande tribu possible). Un meilleur
choix est de poser M = {f~}(B) | B € N'}. Alors M est une tribu (exercice), et ’est la plus petite
tribu sur X qui rende f mesurable.
On dit que M est la tribu engendrée par f.

e
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Le critere suivant est fort utile :

Lemme 2.3. Soient (X, M) et (Y, N') deux espaces mesurables, et f : X — Y. On suppose que N est engendrée
par une famille F de parties de Y : N' = o(F).
Alors f est mesurable si et seulement si f~*(B) € M,VB € F

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire. Supposons donc que f~'(B) € M,VB € F, et
considérons la tribu image de M par f :

N={BcyY|fY(B)eM}
Alors N contient 7, donc N contient o(F) = N, et en particulier, f est mesurable. O

Cas particulier. Si X et Y sont deux espaces topologiques munis de leurs tribus boréliennes, une appli-
cation f : X — Y mesurable est appelée borélienne.

Par le lemme, f : X — Y est borélienne si et seulement si, pour tout ouvert V.C Y, f ~1(V) est borélien.
En particulier, si f : X — Y est continue, alors f est borélienne.

Si Y = R muni de la tribu de Borel B(R), alors f : X — Y est borélienne si et seulement si f~!(]a, +ool)
est borélien pour tout a € R.

Exemple. Soit (X, M) un espace mesurable, et soit A C X. On définit la fonction indicatrice de A par

10: X — R

1 size A
v — 1a2) _{ 0 sinon
alors
g sia>1
Va e R, (1Y) (Ja,+c[) =¢ A si0<a<1
X sia<0

Ainsi, 1 4 est mesurable si et seulement si A est mesurable (A € M).
2.1.2 Stabilité de la classe des fonctions mesurables

Lemme 2.4. Si f: (X1, M1) — (X2, Mz) et g: (X2, M32) — (X3, Ms3) sont mesurables, alors g o f :
(X1, My) — (X3, M3) est mesurable.

Démonstration. Bvident car (go f)~*(A4) = f~1(g71(4)),VA C Xs. a

Proposition 2.5. Soit (X, M) un espace mesurable, (Y, T ) un espace topologique, f1, fo: X — R des applica-
tions mesurables, et ® : R? — Y une application continue.
Pour tout x € X, on note h(z) = ®(f1(x), f2(x)). Alors h: X — Y est mesurable.

On pourrait formuler cela comme : "Une combinaison continue de deux applications mesurables est
mesurable".

10
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Démonstration. Notons F(z) = (f1(z), f2(x)) de sorte que F: X — R?. Alors h = ® o F. Comme ® est
borélienne (car continue), il suffit de vérifier que F' est mesurable.

Soient I, I; C R deux intervalles, et soit R = I; x I, C R?. Alors F~}(R) = fl_l(Il) N fz_l(Iz) e M.
Comme la tribu de Borel sur R? est engendrée par les rectangles de la forme ci-dessus, on a que F est
mesurable. O

Corollaire 2.6. Soient f,g: X — R deux fonctions mesurables. Alors f + g, fg, min(f, g) et max(f, g) sont
mesurables.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la proposition avec ¥ = R et ®(z,y) = z + y, zy, min(z,y),
max(z,y). O

Corollaire 2.7. Si f: X — R est mesurable, alors f = max(f,0), f- = max(—f,0), et |f| = f+ + f- sont
mesurables.

Corollaire 2.8. Si f: X — R est mesurable, et si f(x) # 0,Vx € X, alors g définie par g(x) = f(l ) est
x

mesurable.

Démonstration. Soit Y = R\ {0} muni de la tribu borélienne, et soit ¢ : Y — Y définie par ¢(y) = —.
Yy
Comme f: X — Y est mesurable et ¢ est continue alors g = ¢ o f: X — Y (ou R) est mesurable. O

Corollaire 2.9. 1. Une fonction f: X — C est mesurable si et seulement si R(f): X — Ret I(f): X —
R sont mesurables.

2. Si f,g: X — C sont mesurables, il en va de méme de f + g, fg et | f|

3. Si f: X — C est mesurable, il existe une fonction o.: X — C mesurable telle que Vx, |a(x)| = 1 et

f=alfl

Démonstration (Démonstration du 3). Soit A = {x € X | f(z) =0} = f~1({0}) € M. SoitY = C\ {0}
et p(z) = ﬁ,v;; € Y. On pose a: X — C une application mesurable (comme composition de deux
z

fonctions mesurables) définie par

1 sire A

o) = 1) six ¢ A

La fonction « ainsi définie convient. O

Rappels sur R = R U {—oc0, +00}
1. relation d’ordre : On munit R de la relation d’ordre sur R, complétée de
Va € R, —00 < a < 400

R est donc totalement ordonné.
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2. topologie : Les ouverts de R sont les unions d’intervalles de la forme
[—o0,al,]a,b[,]b,+00],Va,b € R

Rest un espace topologique compact.
— 2
Remarque. R est homéomorphe a [—1, 1]. Un homéomorphisme est donné par f(z) = — arctan(x)
™

3. structure borélienne : la tribu de Borel sur R est engendrée par les intervalles Ja, +oc],a € R
Attention! Les opérations algébriques du corps R ne s’étendent pas a R.
Exemple. a + bn’est pas défini si a = 400 et b = —oo (ou vice-versa)

% ab n’est pas défini si a = 0 et b = Fo0 (ou vice versa)

Remarque. On peut étendre les opérations algébriques sur R = [0, +-00] en posant :
—at+too=00+a=00s10< a0

—a-oo_oo~a_{ 0 s%a:O

o0 si0l<a< o
Attention!

@‘ at+tb=a+c=—=>b=csi0<a<
a-b=a-c=b=csi0<a< o0

Notation. (X, M) un espace mesurable, et { f,, },, une suite de fonctions de X dans R. On note :

- (Supfn)( )_Supfn( )
~ (limsup f,)(z) = Jim sup fi(x)

n—oo

On définit de méme inf f,, et liminf f,

Proposition 2.10 (Stabilité des fonctions mesurables par limite ponctuelle). Soit (X, M) un espace
mesurable et f,, : X — R une suite de fonction mesurables, alors

sup fn,lnf fn, limsup fn,hm 1nf fa: X =R

n—oo

sont mesurables. _
En particulier, si f(x) = lim, o0 fn(z) existe Vx € X, alors f : X — R est mesurable.
Plus généralement, I'ensemble {x € X | lim,_,o fn(z) existe} est mesurable.

Démonstration. Si g = sup,, fn, onaVa € R,

9~ (Ja,+o0]) Uf la, +oc]) € M

neN
Ainsi, g est mesurable. Il en va de méme de inf, f, = —sup,(—f»). En conséquence, limsup f, =
n—oo
inf sup fi est mesurable, et il en va de méme de lim inf f,,.
n k>n n— oo
Pour montrer la derniére affirmation, on pose F' = (hm 1nf fn,limsup f,,) et on remarque que
n—oo
{x € X | liminf f,(z) = limsup fn(:c)} =F1A)

n—o0 n—oo

ou A = {(z,2) |z R} C R’ Cet ensemble est mesurable car A est fermé et F est mesurable. O



CHAPITRE 2. THEORIE GENERALE DE L'INTEGRATION
2.2 LES FONCTIONS ETAGEES
2.2.1 Généralités

Définition 2.11. Soit (X, M) un espace mesurable. On dit qu'une application mesurable f : X — R
est étagée si f ne prend qu'un nombre fini de valeurs.

En notant o, ..., o, les valeurs de f et A; = f (o) pouri=1,...,n, onadonc
F= aila, 2.1)
i=1

Exemple. La fonction indicatrice des rationnels 1 est une fonction étagée.

L’écriture (2.1) est unique aux renumérotations pres. Les a, ..., a;, sont deux a deux distincts et les
Aq, ..., A, sont deux a deux disjoints. Si f prend la valeur 0, on peut omettre le terme correspondant
dans la somme (2.1).
Les fonctions (mesurables) étagées sont exactement les combinaisons linéaires finies de fonctions indi-
catrices d’ensembles mesurables. Si v
f=> Bls,
k=1

avec 01, ..., By € Rnonnécessairement distincts et By, ..., By € M non nécessairement disjoints, alors
f ne prend qu'un nombre fini de valeurs et posséde donc aussi une écriture canonique de la forme (2.1).

Proposition 2.12. Soit f : (X, M) — [0, +o0] une fonction mesurable. Alors il existe une suite croissante de
fonctions (mesurables) étagées qui converge ponctuellement vers f.

Démonstration. Pour tout n € N, on définit ¢,,: [0, +00] — [0, +-00] par

eult) = {

ou E(xz) désigne la partie entiere de .

11 est clair que ¢, est étagée telle que 0 < ¢, (t) < wpt1(t),Vt € [0,+00]. On pose fp, = pn 0 f,n €N,
alors f, est étagée, Vn € N, f,, < fry1 et fr(z) — f(x),Vz € X.

En effet, si f(z) = +o0, on a Vn, f,(z) = n. D’autre part, si f(z) < coetn > f(x) alors f(x) — 27" <

fn(x) < f(x) 0

27"E(2™t) si0<t<mn
n sit>n

2.2.2 Définition de I'intégrale d’une fonction étagée positive

On suppose a présent que (X, M, i) est un espace mesuré.

Définition 2.13. Soit f: (X, M, p) — [0, 4o0[ une fonction (mesurable) étagée. On appelle intégrale
de f (pour la mesure positive y) la quantité

[ =3 ()
=1

—————
€[0,400]
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ou f =31 a;1,, estlécriture canonique de f comme dans (2.1)

N
Lemme 2.14. Si 1,..., 0y € [0, +00[et By,..., By € M,etsi f = Blp,, alors

k=1
N
/fdﬂ = Brp(Br)
k=1
Démonstration. On suppose a1, ...,an,01,...,08n # 0.
lercas: Les By,..., By sont 2 a 2 disjoints. Dans ce cas 13, les 51, . .., Oy parcourent {a, ..., oy}, eton
ad; = U Bret By C A; < 0, = «;. Ainsi,

Z%‘M(Ai) = Zai Z 1+(Bk)
i=1 i=1

k/Bk CA;
=2 2 BBy
i=1 k/ByCA;
N
= ) Ben(By)
k=1
2e cas (cas général) : La o-algébre engendrée par les By,..., By est également engendrée par les en-
sembles (1, ..., Cy, deux a deux disjoints. On définit

Vi = Z ﬂkvjzla"'vM

k}/BkDCj D

m
alors f = Z vilc,; avec Cy, ..., Cy, deux a deux disjoints. En outre,
j=1

N N
Zﬂk#(Bk) = Zﬂk Z 1(C;5)
k=1

Notons &, l'ensemble des fonctions (mesurables) étagées sur X a valeurs dans [0, +oco[. L'application
I: & — [0,400] possede les propriétés suivantes :

[ [fdu

14
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i) Additivité :
/(f+g)du = /fdu+/gdu,\7f,g €&y
ii) Homogénéité :
//\fdu = )\/fdu,Vf €ELVAER,

iii) Monotonie:Si fetg € £, etsi f < g, alors
/fdu < /gdu
En effet,
)sif=>" alaetg= Z;.":l Bilp,,alors f+g =" o;la, + Z;-n:l Bilp,, et donc
/(f+g)du = > (A +Zﬂgu

/fdu+/gdu

ii) C’est évident par définition de I'intégrale.
/gdu /fdu+/g f)d /fdu

2.3 INTEGRATION DES FONCTIONS MESURABLES POSITIVES.

iii) Suit de i) car

Dans toute la suite, (X, M, 1) désigne un espace mesuré.
2.3.1 Définitions et théoréeme de convergence monotone

Définition 2.15. Soit f: X — [0, 4+00] une fonction mesurable. On appelle intégrale de f (sur X, pour
la mesure 1), la quantité :

/fdu—sup{/hdu|h€5+,h§f}6[0,—!—00]

Si E C X est une partie mesurable, on note aussi

/Efdu:/f]lEdu

Si f € &4, on retrouve bien la définition précédente de 'intégrale.

Cette intégrale possede la propriété de la monotonie : [ fdu < [gdpsi f <
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Théoréme 2.16 (de la convergence monotone — Beppo-Levi). Soit f,: X — [0,+4o00]| une suite crois-
sante de fonctions mesurables positives, et soit f = lim,_. fyn la limite ponctuelle des f,,. Alors, f est me-

surable et
JEE

Démonstration. Comme / fndp < / frnt1dp du fait de la croissance de (f,), la limite @ =

lim fndp € [0,400] existe. Soit f = lim, o fn, alors f est mesurable, et comme Vn, f,, < f, on

n—oo

a

[ i< [ fapn—as< [ ran
Par ailleurs, soit h € &4 telle que h < f et soit ¢ €0, 1[. On définit :
Ay = {2 € X | fula) > ch(x)}

alors A,, € M (comme image inverse de [0, +o0] par f,, — ch mesurable), et d’autre part A,, C A, 41 et

UneN A, = X.Or,
/fdu>/ fndu>/ chdMZC/ hdy
A'Vl An A

De plus, sih =37, 3;1p,, 0ona

/ hdp ="y B;u(B; N Ay)

" Jj=1

Comme on a une somme finie, on peut passer a la limite quand n tend vers +co eton a
m
[ — > siutsy) = [
A, n—oo =

Ainsi, o > c/ hdp et ce Ve €]0,1[,Vh € &, tel que h < f. On prend d’abord le sup sur ¢ €]0, 1], puis le

supsurhe&r,hgfetontrouvea}/fdu. d

Remarques. 1) Si f,, est une suite décroissante de fonctions mesurables positives, et si [ fodp < oo, alors
on a
[ = tim [ 1.
n—oo

Démonstration. Appliquer le théoréme de Beppo-Levi a la suite g, = fo — fn. O

olt f = limp, o0 fr

2) On rappelle que si f: X — [0, 4+00] est mesurable, il existe une suite croissante f,, < fry1, fn € E+
telle que fp(x) — f(x),Vx € X. Alors,

[ fan=tim [ i
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L'intégrale des fonctions mesurables positives vérifie :
i) Additivité :
[t +gau= [ tau+ [ganvrgee.

En effet, soient (f,,) et (¢,) deux suites croissantes dans &, telles que f, — f et g, — g. Alors
n n

fntogn€éietfn+g, — f+g OrVn, /(fn + gn)du = /fndu + /gndu, on obtient donc le

résultat en passant a la limite grace au théoreme de convergence monotone.

[ fan< [ gau

Corollaire 2.17. Soit (f,,) une suite de fonctions mesurables positives et soit f = > _ fu, f: X — [0, 400].

Alors f est mesurable et
/ fdp = / fndu

neN

ii) Monotonie :Si f < g, alors

z "

C’est la propriété "d’additivité dénombrable”.

Démonstration. Soit Fy = Zf:;o fn, alors (Fv)n est une suite croissante de fonctions mesurables posi-

tives, et VN € N,on a
N
[ Exan=3 / fudu
n=0

En prenant la limite quand N — oo, et en utilisant le théoréme de convergence monotone, on obtient
le résultat. O

2.3.2 Propriétés de l'intégrale

Définition 2.18 (Terminologie). Dans un espace mesuré (X, M, i), on dit qu'une propriété P(z)(z €
X) est vraie presque partout (ou p-presque partout) si elle est vraie en dehors d’un ensemble négligeable.
Exemple. Si f,g: X — R ou C sont mesurables, alors {z | f(z) # g(x)} € M et donc

f = g presque partout <= p({z | f(z) # g(z)}) =0

Remarque. 1 n’est pas nécessairement complete dans 1’exemple précédent.
Ainsi, si ;1 est complete ou si f, g sont mesurables, alors

f = g presque partout < u({z € X | f(z) #g(x)}) =0

Proposition 2.19. Soit f: X — [0, | une fonction mesurable.

1) Va>0,u({z € X | f(x) /fdu

2) /fdu =0 < f = 0presque partout.
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3) Si / fdp < oo, alors f < oo presque partout.

4) Si fetg: X — [0,400] sont mesurables, alors

f = g presque partout —> /fdﬂ = /gd#

Démonstration. 1) Soit A= {z € X | f(z) > a} = f~'([a,+]) € M.Ona f > al 4 et ainsi,
/ fdu > ap(4)

2) Si f = 0 presque partout, alors si h € &£, tel que h < f, ona h = 0 presque partout. En utilisant la
définition de l'intégrale dans £, on en déduit que / hdp = 0 d’ou / fdu=0.

Inversement, supposons que / fdp = 0. Pour tout entier n € N*, on note

n

An—{xele(:ch}

Alors A, est mesurable (image réciproque de [%,—i—oo} par f), A, C Apg1 et Upen- An =
{z € X | f(z) > 0}. Par ailleurs,

VneN*,u(An)gn/fdu:O par 1)

Ainsi, on en déduit que
p({z € X | f(x) > 0}) = lim p(A,)=0

3) Supposons que f(x) = +o0,Vz € Aavec A € Met p(A) > 0. Alors, Vn € N, f > nl 4 et donc

[ = nu(a), 9 € N

donc/fduz +o00.

4) Supposons que f = g presque partout, et notons h; = max(f, g) et h_ = min(f, g) (point par point)
alors h et h_ sont mesurables, h = h_ presque partoutet h_ < f,g < h4. Or,

/h+du: /h_du+/(h+ — h_)dp = /h_du
Ll

=0 avec 2)

[ tan= [oan= [nean= [n_a -

Par monotonie,
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Lemme 2.20 (de Fatou - Corollaire du théoréme de convergence monotone). Soit (fn)n, fn: X —
[0, +-00] une suite de fonctions mesurables. Alors

/(Hm inf f,)dp < lim inf/fndu

n—oo

Démonstration. On rappelle que hm 1nf fn = hm (mf fn), et Cest une limite croissante, donc par le

k—oo n>k

théoréme de convergence monotone,

/(hmmf fo)du = hm / 1nf fn)d

D’autre part,sip > k,on a mf fn < fp, donc

/ inf fn)d / fodp

[int fu)an < int [ pan

/(Hm inf f,)du hm mf fpdp = hm 1nf Fndu 0

n— o0 k—oo p=>k

Onpassealinfsurp > k,eton a

Ainsi,

2.3.3 Application : Mesures a densité

Soit (X, M, 1) un espace mesuré, et f: X — [0, +o00] une fonction mesurable.
On définit une application v: M — [0, +00] par

=/Afdu=/fll,4du

Alors, v est une mesure sur (X, M) appelée mesure de densité f par rapport a .
En effet, v(@) = 0, et si (A,,)nen est une suite d’élements de M deux & deux disjoints, on a :

V(Uz%) = /f]lUnAndN

neN

= /f Z 14, dy car les A, sont 2 & 2 disjoints
neN

- Z / f14,du interversion somme/intégrale
neN
licite quand tout est positif
= D vl
neN
Remarque. Si A € M vérifie que pu(A) = 0 alors v(A) = 0. On dit que v est absolument continue par
rapport a p.
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Exercice. Montrer que, si g: X — [0, +00] est mesurable, alors

/gdv: /gfdu

Démonstration (Solution). Soit g: X — [0, +00] mesurable.
- Sig=1400A€ M,ona

/gdv:/llAdv=V(A)=/Afdu=/fllAdu=/fgdu

— Si g est une fonction étagée positive, le résultat est vrai par additivité et homogénéité positive de
I'intégrale.

— Cas général : il existe une suite croissante (g, )nen de fonctions étagées positives convergeant simple-
ment vers g (proposition 2.12). D’apres ce qui précede, on a pour tout n € N,

/gndv = /gnfdu

Le théoreme de convergence monotone (2.16) entraine donc que

/gdu = lim | g,dv = lim /gnfdu
n—oo n—oo
D’autre part, la suite (g, f),, est croissante, positive et converge simplement vers fg donc toujours par

le théoreme de convergence monotone,

n—oo

/gdv: /fgdu 0

2.4 FONCTIONS INTEGRABLES A VALEURS DANS R OoU C

lim gnfdu=/fgdu

Finalement,

Dans toute cette partie, (X, M, i) est un espace mesuré quelconque.
241 CasdeR

Définition 2.21. Soit f: X — R une fonction mesurable. On dit que f est intégrable (ou sommable)
par rapport a p si

Dans ce cas, on pose

[ = [ s [ r-an 2.2)

ol fi = max(f,0) et f_ = max(—f,0).
On note £!(X, M, u) I'espace des fonctions intégrables sur X.
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Remarques. 1) Si f > 0, on retrouve la définition précédente.

2) Si / |f|dp < oo, alors comme f, f— < |f], on a aussi les intégrales de f et f_ qui sont finies, et la

définition (2.2) fait sens.
Proposition 2.22.
a) LY(X, M, u) est un espace vectoriel sur R, et I'application f — / fdu est linéaire.
b ’/fdu‘ < [ 1fldu s e 206 M
c) Sif,ge LY X, M, pu)et f <galors/fdu < /gdu.

d) Sif,ge€ LYX, M, pu)etsif= gpresque partout, alors / fdp = /gdu

Démonstration. a) Si f,g € LY(X, M, u), alors f + g est mesurable et |f + g| < |f| + |g| donc f + g €

LNX, M, ).
En outre,
f+9+—(f+9-=Ff+g=Fr—f-+9+—9-
donc
(fH+9++f-+9-=(+9)-+[++9+
Ainsi,

/(f+g)+du+/ffdu+/gfdu:/(f+g),du+/f+du+/g+du

Ce sont des intégrales finies donc
Jurom = [G+oan- [(+9)-an

( [rean- | f—du> n ( [ovan— | g_du)
/fdu—i—/gdu

D’autre part, si f € LY(X, M, u) et A € R, alors \f est mesurable et / [Afldp < 400 donc Af €

LYX, M, p).
- siA>0,

Jona = [onses [on)-a

I
>
—
i
o
=
|
>
—
™
o
=
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- siA <0,
Jona = [onsas [on)-a
= (N [ rdu= N [ fdu
o au
b)
] - [ f o
raflfrs
< /Ifldu
ar |f| = f1 + /-

¢) Comme pour les fonctions mesurables positives.

d) Si f = g presque partout, alors f, = g4 presque partout et f_ = g_ presque partout, donc / fdp =

/ gdp

24.2 CasdeC

par rapport a p si
/ |fldp < o0

ot | - | estle module.
Dans ce cas, on pose

[ = [Ran+i [ ()

On note L1 (X, M, u) I'espace des fonctions intégrables sur X.

Remarques. 1) Si S(f) = 0, on retrouve la définition précédente.

O

Définition 2.23. Soit f: X — C une fonction mesurable. On dit que f est intégrable (ou sommable)

2.3)

2) Si / |f|dpe < oo, alors comme [R(f)|, |S(f)] < |f], on a aussi les intégrales de R(f) et (f) qui sont

finies, et la définition (2.3) fait sens.

Proposition 2.24.

b ‘/fdu} < [ 1flduvs € L Mp)

22
*

a) LE(X, M, ) est un espace vectoriel sur C, et 'application f +— / fdu est linéaire.
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¢) Sif,g€ LE(X, M, p)etsif= gpresque partout, alors /fdu = /gdu

Démonstration. (partielle)
a) Sif=fit+if2€ LL(X, M,p)etA =X +ids €C,ona:

Jonan

/ ROF)dp + i / SOf)dp
/ Ouf = dafo)di+1 [ (ufa+ dafi)dn

A (/fldu+i/fzdu> ik (/ fldqui/fsz)
A rau

b) Soit f € LE(X, M, pu). llexiste! X € C avec |\| = 1 tel que

’/fdulzx\/fdu=/Afdu

Soit g = R(\f), alors |g| < |Af] < |f], donc

/i

——

/gdu—l—i/%()\f)du
—_— —-——
c eR =0

VAN
—
=
o

=

¢) Comme avant. O

2.4.3 Théoréeme de la convergence dominée

Théoréme 2.25 (de la convergence dominée). Soit (X, M, u) un espace mesuré, et f,: X — C une suite
de fonctions mesurables . On suppose que :

1) la limite f(x) = lim, 0o fn(x) existe Vo € X.
2) il existe g: X — [0, +oo[ intégrable telle que | f,,(z)| < g(x) VYn €N,V e X
Alors f: X — C est intégrable, et on a :

/fdu: lim /fndu et lim /|fn—f|du:0

[ fdu]
[ fdu

1. on peut prendre A =

si [ fdu # 0, et A = 1 sinon.

23
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Démonstration. On sait que f est mesurable, et comme |f| < g, il suit que f est intégrable. Etant donné
que |f — fn| < 2g, on peut appliquer le lemme de Fatou (2.20) a la suite 2g — | f — f,| = 0.

[ 200 = [timint2g I ~ fuidu < tmint [ 291 - ful du

= liminf (/2gdu—/|f—fn|du>
linéarité n—0o0

= /2gd,u—limsup/|f_fn|d,u

n—oo

On en déduit que limsup/|f—fn|du < 0donc lim /|f— faldp=0

’/fndu—/fdu‘ < [ 152 slau

On conclut que lim /fndu:/fdu O

Comme

Variante du théoréeme de la convergence dominée

Théoreme 2.26. Soit f,,: X — C une suite de fonctions mesurables telle que :
1) il existe f: X — C mesurable telle que f(x) = lim,, oo fn(x) pour presque tout z € X.

2) il existe g: X — [0, +-o0[ intégrable telle que, pour chaque n € N, on ait | f,,(z)| < g(x) pour presque tout
z e X.

Alors f est intégrable et

/fduz lim /fndu et lim /|f—fn|du=O

Démonstration. Introduisons les ensemble mesurables suivants :
A= {:c € X | lim f,(z) existe (= f(x))} . Onapu(4A% =0
B, ={z€ X ||fa(2)] <g(@)},neN.  Onap(BL)=0

Soit E = AN ((,,cy Bn)- Alors w(EY) =0 car EC = A% U (UHGN BE)

On définit f, = fulp, f = flg.§=glg. o
Alors le théoreme de convergence dominée s’applique aux fonctions f,, f et g. Comme

/ﬁdﬂ=/fndu et /fdu=/fdu

on obtient la conclusion désirée. O

Corollaire 2.27. Soit f,,: X — C une suite de fonctions intégrables telles que

Z/Ifnldu<oo

neN

24
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Alors la série ), fn(x) converge (absolument) pour presque tout x € X vers une fonction f intégrable, et on

a [ =% [ fuiu

neN

Démonstration. Soit p: X — [0, +0c] la fonction définie par

p(a) =D |fale)]

neN

Alors, par le corollaire (2.17) du théoreme de convergence monotone
/wdu: Z/Ifnldu <00
neN

Donc ¢ est intégrable, et on déduit qu'il existe E € M tel que u(E®) = 0 et que 'on ait ¢(z) < o0, Vz € E.
Ainsi, la série ) |\ fn(z) converge absolument pour tout x de E, et on peut définir

_f Yaenfolz) sizeE
f(“’)_{o ! 2ix¢E

En applicant le théoréme de convergence dominée a la suite (Zﬁ;o fn) N, dominée par ¢1 g, on obtient

[ fan= ]ggrlw/éfndu - ngnooé/fndu = [ fuia

neN O

2.5 APPLICATIONS

2,51 Comparaison avec 'intégrale de Riemann

On suppose ici que (X, M, u) = (R4 L(R?),\) ot L(R?) est la tribu de Lebesgue et A la mesure de
Lebesgue.

Définition 2.28.
e Sily,Ir,...,I; C Rsontdes intervalles bornés de R, on appelle pavé de R¢ I’ensemble
P=I xI)x---xI;CcR?
On note mes(P) = £(I1) - ... ¢(I3), ou £(I;) est la longueur du segment I;, la mesure du pavé P.

e On dit qu'une fonction f: R? — C est en escalier si f est combinaison linéaire finie de fonctions
indicatrices de pavés (en particulier, f est donc étagée) :

f:Zai]lpi aiE(C,PiC]deaVés
i=1

Si f est en escalier, on définit :
/fdx = Z a;mes(P;)) €C
i=1

Ici comme pour les fonctions étagées, la définition de l'intégrale ne dépend que de f et pas de sa
décomposition en fonctions indicatrices de pavés.
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e On dit qu'une fonction f: R? — C est intégrable au sens de Riemann s'il existe deux suites (f,,),, et
(¢n)n de fonctions en escalier, ¢, > 0, telles que

On définit alors

/fd:c: lim [ f,dz (2.4)

Remarques. 1) La limite (2.4) existe, car (| fndxz), estune suite de Cauchy. En effet,
|fn_fm| < |fn_f|+|f_fm| <80n+(pM

/fnd:v—/fmdx

2) La limite (2.4) ne dépend que de f et non des suites (f,,) et (¢, ). Supposons en effet 'existence de
deux suites de fonctions en escaliers (f,, ), et (¢n)n telles que

donc

n,m—oo

</|fn—fm|d:v</cpndx+/gomd:v — 0

]f—ﬁ <Pn VneN et /@dx—m
On a alors L .
fo= Fu| <= £+ |f = Fu| < 00+ 0
donc

fn—f;l’dxg/gondx—i—/@ndx — 0

[tz [ < |

3) La définition (2.4) coincide avec la définition "habituelle" a ’aide des sommes de Riemann.
Considérons en effet le cas particulier o d = 1, et f: R — R sur la figure suivante.

AN

[ f.odz est appelée la somme de Darboux inférieure et [ f,"dz est appelée la somme de Darboux
supérieure. De plus, ona:Vn € N f, < f < fF. Ainsi, f est intégrable au sens de Riemann si

S = f)de — 0.
Lien avec ci-dessus: f,;7 = f, + on et f7 = fn — ©n.

Proposition 2.29. Soit f: R? — C une fonction intégrable au sens de Riemann. Alors f est mesurable pour la
tribu de Lebesgue L(R?), f est intégrable pour la mesure de Lebesgue ), et

/fd)\:/fd:c

Lebesgue  Riemann
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Démonstration. Soient (fy)n, (¢n)n deux suites de fonctions en escalier telles que

lf—fal <¢n VneN et /cpndx—>0
n—oo
Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que
/gondx <2™ VneN

Notons que ¢,, € & (R?, B(R?)) est une fonction étagée pour la tribu de Borel ?, et

/wndx:/gand/\ Vn € N

Comme Z /cpnd:v < o0, alors on sait que Z ¢n(z) < 0o pour presque tout € R?, i.e Vz € E ou
neN n=0

E € B(R?) tel que A(E®) = 0.

En particulier, Vz € E, lim,,—. ¢, (x) = 0 donc on en déduit que

Vee E, lim f,(z)=f(x)

n—oo

On en déduit que f est mesurable pour la tribu de Lebesgue L£(RY). En effet, si I'on suppose pour
simplifier que f est a valeurs réelles* alors, Va € R

{zeR| f(x) >a} = {z€E|f(x)>a} U{xEEC|f(:E)>a} € L(RY)

€B(R%) car f1g estborélienne

CcEC

Par ailleurs, comme |f — fo| < o, f est une fonction bornée et nulle en dehors d’un ensemble borné. 11
existe donc M > 0 et un pavé P C R? tel que |f| < M1p. f est donc intégrable pour la mesure \.
z si|z| <M
Quitte a remplacer f,, par (xa © fn)Llp avec xpr = { M ﬁ si|z| > M - on peut supposer que | f,,| <
z
M1p,Vn € N (et on a toujours que |f — fr| < ¢n).
En appliquant le théoreme de convergence dominée, on trouve donc :

/ fd/\ convergen?e dominée HILII;O / fnd)\ - nILHOIO fndx défiition / deC O

Proposition 2.30. Une fonction f: R — C est intégrable au sens de Riemann si et seulement si :
a) f est bornée, et nulle en dehors d'un ensemble borné, et,

b) I'ensemble des points de discontinuité de f est négligeable (pour la mesure de Lebesgue sur L(R?)).

Démonstration. 1) Supposons que f est intégrable au sens de Riemann, et soient (f,,)nen, (¢n)nen des
suites comme ci-dessus, telles que

/wnd:c <2™" VneN

3. On verra dans la démonstration qu’il est nécessaire de compléter la tribu pour avoir une tribu de Lebesgue
4. Le cas complexe tombe tout de suite en séparant parties réelles et imaginaires.
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On sait déja que f est bornée et nulle en dehors d"un borné.

Pour tout n € N, on note 4,, C R¢ ’ensemble des points de discontinuité de f,, ou ¢,. A, est une
union finie de pavés de mesure nulle donc A(A4,) = 0,Vn € N.

Soit A = {J,,cny An- Ona encore A(A) < D,y A(A,) = 0.

Par ailleurs, soit B C R? I'ensemble des points ot ¢, () ne converge pas vers 0 quand n — oo. On
avuque A(B) =0.

On prétend que f est continue en tout point 2o € A N BC. En effet, comme z ¢ A, les fonctions f,,
et ¢, sont constantes dans un voisinage de taille J,, > 0 de z¢. Ainsi, si |z — z¢| < J,, ona:

|f(z) = flzo)l < [f(@) = fal@)] + [falz) = fu(o)| +[fn(z0) — f(z0)]
—_——

=0 car f,, constante

< (@) + nlwo) = 200 (x0) —

n—oo

Donc f est continue en .

2) Soit f: R? — R vérifiant les conditions a) et b) ci-dessus (le cas complexe se traite de méme).
On peut supposer que |f| < M1p avec M > 0 et P C R? un pavé. Pour tout n € N, soit oy,
la subdivision de P en 2"? pavés de mesures égales. On note A, la frontiere de tous ces pavés, et
A =J,en An- On a encore A\(A) = 0.
On définit deux suites (f;}),, et (f,, ). de fonctions en escalier par

0 siz¢ P 0 siz ¢ P

M siz € A _ —M size A

+(x) = . i x) = . ) o

W@ =N sup,e,(f@) sizep DTN ik, () sizes
avecp € oy, avecp € oy,

Alors
fo(x) < flx) < fil (=) Vo € R ¥n e N
Soit B C R? I'ensemble des points de discontinuité de f. On a A(B) = 0 par hypothese. Soit 2y €
AL N BE, on prétend que
fu (o) = fo (w0) — 0

n—oo
C’est évident si zy ¢ P.Sizg € P, alors pour chaquen € N, 2y € p, p € 0y, avec 0, = diam(p) — 0.
n—oo

Comme f est continue en xg, on a:

sup [ f(y) = f(zo)| — 0
ly=oll <4 e

Donc
fi (@) = f (wo) — 0

Par le théoreme de convergence dominée, comme |f,7 (z) — f,, (z)| < 2M1p,

Jti@ = s @nde — o0 .

n—oo

Remarque. Une fonction intégrable au sens de Riemann n’est pas nécessairement borélienne.
Si E est un sous-ensemble non borélien d’un ensemble de Cantor K de mesure nulle, alors 15 est
intégrable-Riemann, mais non borélienne.
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Définition 2.31. On dit que £ C R? est quarrable si 1 5 est intégrable-Riemann.

Par la proposition précédente, E C R? est quarrable <= E est borné et A(OF) = 0.
Par exemple un ensemble de Cantor K est quarrable <= A(K) = 0 (car K = 0K).

Remarque sur les intégrales "semi-convergentes"

1) Soient X = N, M = P(N) et i la mesure de comptage. Si f = (fn)n, f: N — C, alors f est intégrable
si et seulement si ) |fn| < o0, et,danscecas, [ fdu = Z fn-

neN
_1 n
Contre exemple : si f, = %, alors ZneN | fr| = +00, donc f n’est pas intégrable. Mais
N
1 1 1
li =1l =4 4...=1In(2
Ngnoo;f 2 + 3 4 + n(2)

2) Soit X = [0, +oo], M = B(X) et A la mesure de Lebesgue. Si f: X — R est définie par

sinx .
{ siz >0
T

1 sinon

fz) =

alors f est continue® sur X (donc mesurable), et

/ |f|d)\:/ de:Jroo
0 0 €T

Ainsi, f n’est pas intégrable au sens de Lebesgue. Cependant,

" sinx T

dr ==
=3

lim
n—oo Jq x

Ces exemples montrent que le cadre de Lebesgue n’est pas "aussi" général qu’on pourrait le croire.
Les intégrales généralisées n’y appartiennent pas.

2.5.2 Intégrales dépendant d’un parameétre

Soit (X, M, u) un espace mesuré, et soit (A, d) un espace métrique.
On considere une fonction
fi XxA — C
(@A) — @)

et on suppose que la fonction = — f(z, A) est intégrable sur X (pour la mesure p).
On peut donc définir la fonction F': A — C par

F(\) = /Xf(gc,)\)duJE = /Xf(ac,/\)d:v VA eA

5. Exercice classique. Voir le taux de variation de la fonction sinus en 0.
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Afin d’harmoniser la notation des intégrales, on notera, pour une fonction g: X — C, de fagon équiva-

lente
/gdu = /g(w)dum = /g(w)d:v

On veut étudier la continuité et la dérivabilité de F.

Théoréme 2.32 (Théoréme de continuité). On suppose :
i) VA € A, la fonction x — f(z, \) est intégrable sur X
ii) Pour p-presque tout = € X, la fonction A — f(z, \) est continue sur A

iii) 1l existe g: X — R intégrable telle que, Y\ € A, on ait

|f(z,\)| < g(z) pour u-presque tout z € X

Alors F': A — C définie par F(\) = / f(z, \)dx est continue sur A.
b's

Remarques. 1) Dans 7) il suffit de demander que = — f(z, \) soit mesurable, la condition iii) impliquant
I'intégrabilité.

2) Sidans i) on suppose seulement que A — f(z, \) est continue en un point Ay € A, on obtient que F'
est continue en \g.

Démonstration. L'hypothese i) garantit que F': A — C est bien définie. Soit A\ € A, et soit (\,)n>1 une
suite dans A telle que d(X,, \g) — 0.

Par ii)
flx,An) — f(x, M) pour p-presque tout z € X

Par iii),
VY e N* | f(z, A\n)] < g(x) pour p-presque tout z € X

Par le théoréme de converge dominée, on conclut :

FOw) = / F@ ) dz — / F(@20)dz = F(\)
X n—ee Jx
Comme )\ et la suite (\,,),, étaient arbitraires, on a le résultat voulu. O

On suppose désormais que A C R est un intervalle d'intérieur non vide pour parler de dérivabilité.

Théoréme 2.33 (Théoréme de dérivabilité). On suppose

i) Pour tout X\ € A, la fonction x — f(x, \) est intégrable sur X

ii) Pour p-presque tout = € X, la fonction X\ — f(z, \) est dérivable sur A
ii1) Il existe g: X — R intégrable telle que pour y-presque tout x € X on ait

3}
af(x,)\)‘ < g(x) YA e A
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Alors la fonction A: — C définie par F'(\) = / f(z, N)dz est dérivable sur A et
X

0
F'(\) = — A)d

0
Remarques. 1) — f(x, A) est définie presque partout en z, et la ot elle n’est pas définie, on lui met la

valeur 0.

2) Si A = [a,b], "dérivable sur A" signifie : dérivable sur ]a,b], dérivable a droite en a et dérivable a
gauche en b.

3) Méme si on ne souhaite la dérivabilité de F' qu’en un point Ag € A, il faut quand méme supposer ii3)
pour tout A € A.

Démonstration. Soit A9 € A, et soit (A,),>1 une suite dans A telle que A\, # Ao, Vn > let A, — Ao.

n—oo

Pour tout n € N*, on définit :

1
An — Ao

hn () = (f(@, M) = f(@,00)), z€X

Par ii), il existe un ensemble A € M, avec u(A%) = 0 tel que V& € A, X — f(z,\) est dérivable. Donc,
Ve € A, hy(z) — ({% (z, Ao). On définit

h(z)—{ (%f(a:,/\o) siz e A
0 siz¢ A

Par iii) il existe B € M, B C A avec u(B%) = 0 tel que

Ve € B, |hy(z)| < sup

AeA | OA

ﬁf(w,/\)’ <g(xr) VneN

Par le théoréme de la convergence dominée, on a donc

FO) ~ Fo) _ R
N —/th(:c)dzzr e Xh( )d

Comme la suite (), >1 est arbitraire, on conclut que F est dérivable en A et

F'() = /X h(z)dz -

2.5.3 Application : la fonction I' d’Euler

Pour tout « > 0, on définit

I‘(a)z/ e %dx
0

C’est une intégrale dépendant d’un parametre, on va ainsi appliquer les théorémes de la partie précé-
dente.
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Proposition 2.34. Pour tout o > 0, I'(«) € 10, +00] est bien défini, et la fonction T': ]0, +o0[ — ]0, +o00[ est
continue.

Remarque. Pour se ramener au cas général du cours, on peut choisir

- soit X =0, +oo[, M = B(X) et ;s la mesure de Lebesgue

- soit X = R,M = B(R) et u la mesure de Lebesgue, et on prolonge toutes les fonctions que l'on
considere par zéro sur |—oo, 0].

Ces deux points de vue sont possibles et sont strictement équivalents. Nous choisirons le premier dans

la suite.

Démonstration. Pour tout o > 0, la fonction  — 2%~ 1e~% est continue sur X = ]0, +oco[, donc mesurable,
et a valeurs positives. On peut donc définir

I'a) = / r*te™dx € [0, +o0]
0

Cette quantité est-elle finie ou infinie ?

On va voir que cette quantité est finie. On utilise la linéarité de I'intégrale pour faire les calculs sur [0, 1]
etsur |1, +o0l.

Par le théoréme de convergence monotone,

0o N 0o
z*le™dr = lim z* le™dr = lim 2 e 1y y(z) da
1 N—oo Jq N—o0 0 !

suite croissante de fonctions

N N
/ ey = / (z* tem2)e 2dx
1 1

Comme z — 2% e~ 2 est une fonction continue tendant vers 0 en +oo, elle est bornée. Il existe une
constante C,, telle que Vz € ]1,00[,2% e 2 < C,. Ainsi,

or

N N
/ 2 e ?dx < Cpe 2dx
1

= Cal-2) [ 5]
= 2001(67% —e T
< 20,

On en déduit donc que

oo
/ 2 e ®dr < 00
1

Par le méme théoréeme que précédemment,

1 1
2% e ®dx = lim 2 e ®dx
0 e=0 /¢
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or

1
/ 2 e %dx <
15

8
8
8
[
iR

Tr=¢€

—
—
|
I0)
Q
S~—

VAN
Q|)—‘Q|)—‘Q|’—‘0\
2
8
Q
L
o
8

On en déduit donc que

4
o
8
N
8

e

S~
=
8
Q

Finalement, par linéarité de I'intégrale
o
/ r* e dr < 00
0

(51 a < 0, l'intégrale vaudrait +00)

On voudrait dominer uniformément par rapport a o, mais c’est impossible vu les dominations obtenues.
Pour montrer la continuité de T, on fixe 0 < ag < a1 < 0o et on pose A = [ag, a1].

Pour a € A, la fonction z — x> 1e™" est intégrable sur ]0, +oo[ et pour tout x > 0, la fonction o +—
2% le~? est continue (et méme C>°).

Vo € A, Vz €]0,+00,on a

Coe 3 siz>1
0< a—1_—x < — o . =
SzteT < g(e) o1 si0<x <1

g est intégrable sur |0, +o0].
Par le théoreme de continuité 2.32, la fonction I' est continue sur A = [ag, @], et comme g et 7 étaient
arbitraires, I est continue sur |0, +oo]. O

Proposition 2.35. T € C*°(]0, +oc) et pour tout k entier naturel, on a

r®(a) = / (Inz)*z*te %dx Ya >0
0

Corollaire 2.36. T': |0, +o0o[ — |0, +00] est strictement convexe.

Démonstration. En effet,

| N —

IM(a) = /0 (Inz)*z*te “dr >0
>0 0

Remarque. Pour tout € > 0, il existe une constante C. > 0 telle que

2f|lnz] < C. vz €]0,1]
z ¢ |lnz] < C. Ve > 1
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Démonstration (Démonstration de la proposition 2.35). Pour tout k € N, on définit fy.: ]0, +oo[* — R par
fe(z,0) = (Inz)kze—le=

fx est une fonction de classe C* par rapport a z et o, et

0
8—afk(x,a) = frt1(z, @) Vo, >0

Lemme 2.37. Soit 0 < ap < 1 < cv1. Pour tout k € N, il existe hy,: 10, +o00[ — Ry intégrable telle que

sup | fr(z, )| < hp(z) Vo >0

apLagal

Démonstration (Démonstration du lemme). Choisissons ¢ > 0 tel que ek < . Soit @ € [ag, a1].
-Si0<zx<1l,ona:

>0

——
|(Ina)Fzo e | < (Coa)kaoo~! = Cka® ~ ek -1

On a majoré par une fonction intégrable sur |0, 1].
- Siz>1,ona:
|(1nx)kx0t—1e—w| g (CEIS)kIal_le_w = Ojil?al-’_ak_le_w

On a majoré par une fonction intégrable sur |1, +o0[.
11 suffit donc de prendre

hi(2) = CF (2207 Mg yy(2) + 2™+ e )y 4 oof(2)) O
Grace au lemme, on peut donc définir pour tout £ € N
Fy(a) :/ fr(z, a)dz, a € o, a1]
0
En outre, pour tout o € [ag, o] on a

= |frt1(z, )| < hy1(x) hi+1 intégrable

s fa)

Par le théoréme de dérivation 2.33, F}, est dérivable sur [ag, aq] et

Fl(a) = / 7 fula,a)de = / fisr (@, 0)dz = Fiyys ()

Comme ay et o étaient arbitraires, ceci montre que Fy, est de classe C* sur |0, +-oc[ et F}, = Fj41. Comme
Fy =T, on ale résultat. O

Proposition 2.38.

Na+1)=al'(a) Ya >0
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Démonstration. Soit 0 < ¢ < M. En repassant aux intégrales de Riemann, on a

M " M
— — xr= —
/ % "dr = [-z%e "] +/ azr®e Tdx
€ g

r=e
M
= %M%M a/ e dx
€
En prenant la limite ¢ — 0, M — oo, on trouve :
NNa+1)= / x%e *dx = a/ e %dr = al'(a)
0 0 0

Il y aura un développement ultérieur dans le cours pour traiter ceci plus rapidement, sans se ramener
aux intégrales de Riemann.

Conséquences: Valeurs particuliéres sur les entiers et demi-entiers
— Calculons la valeur de T sur les entiers naturels non nuls.

1) = /OOO e fde=1, T(2)=1I'(1)=1, TB)=2I'(2)=2, T'(4)=3T3)=6

Par récurrence, on a donc

— Par ailleurs,

I
H

C’est I'intégrale de Gauss. Ce calcul est justifié dans la partie 4.4.2, page 64.
11 suffit ensuite d’appliquer la formule de la proposition précédente et

re) ==z
(5) = 5V,
Comportement aux limites
e Sia — 0,alors
r 1 1
F(OL) = (a + ) ~ —
« «

e Sia — 00, alors

INa+1)
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Ainsi,
I(a+1) = Vae *a®Aa)
ou -
Ala) = / (1+ i)O‘efz\/adz
—va a

4 4+

3 4+

9 1

1 4+

0 I I I I I

FIGURE 2.1 - La fonction I" d’Euler

Proposition 2.39.

Ala) — V2

Corollaire 2.40. On obtient la formule de Stirling

Nla+1) ~V2raa®e™ quand o — 00

Démonstration (Démonstration de la proposition 2.39). A z € R fixé, on a

(1 + %)a e=*Va — exp (aln (1 + %) - z\/a)

On fait un développement limité ® de In(1 + ﬁ) quand « tend vers l'infini

z z 122 |2|?
m(14+—=)-zsva=al2--Z _Z
O‘“(+\/a) e °‘<\/a 2a+0<a3

6. Rappel : In(1 + ) =z — %xz + O(23) quand z — 0
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Donc

z * 22
(1+7) ="

On veut appliquer le théoreme de convergence dominée pour calculer A(a). On a besoin du lemme
suivant pour la domination.

Lemme 2.41. On a la propriété suivante
3
or siz>1
In(1+2) < 4,
x—— sijzl<1
Démonstration (Démonstration du lemme). En effet,
— Siz > 1, on a par concavité de ¢ — In(1 +¢)
3
In(1+2) <In(2)z < Zx
3 .
2 .
1 .
O | | | |

FIGURE 2.2 — Représentations de y = In(1 + z) et y = (In2)z

2
- Si0 <z <1,onconsidere g(z) = = — % —In(1+x).0Onag(0)=0,et

Ve e 0.1].g'(x) =1— 2 — - >0
z€(0.1,4'(x) 2 1+z 20+a)

Ainsi, Vz € [0,1],g(z) > 0.

N.B:g(1) = 3 —In2 > 0 et on retrouve l'inégalité du premier cas.
-Si—-1<z<0,ona
x2 ZCB ZC4
In(1 —r— 4 4.
n(l+z)=x ) + 3 1 +

C’est une série a termes négatifs, donc majorée par les sommes partielles et

x2 x2

7St u

In(1 <z-—
n(l4+z) <z 1



2.5. APPLICATIONS

P «
= _— -z @ 1
Notons g(z, «) (1 + \/a> eV 1[_\/a7+oo[(z). On obtient donc

On sait déja que

g(z,0) — e 2 VzeR
D’autre part,
-Siz>a
(z0) =exp (aln (14 —=) ~2va) < ¥ _a
g(z,0) =exp | aln NG zv/a ] < exp a4\/a oz
1
= exp(——ﬂz)
4
Z|
< exp|—— sta>1
4
- Sils| < va,

g(z,a)—exp<aln<1+%)—z a> < exp(a %—Z—;)—z a>

Conclusion:Sia > 1,

Ainsi,



CHAPITRE 3

MESURE DE LEBESGUE SUR Rd

Dans le chapitre 1, nous avons parlé de la théorie abstraire de la mesure, et donné I’existence (et 1'unicité)
de la mesure de Lebesgue, ce qui nous a permis de faire toute une théorie de l'intégration (chapitre 2). Il
reste donc a construire la mesure de Lebesgue, et c’est le sujet de ce chapitre 3.

3.1 MESURES EXTERIEURES

Définition 3.1. Soit X un ensemble quelconque. On appelle mesure extérieure sur X une application
p: P(X) — [0, +0o0] telle que

i) p(2)=0

ii) p* est croissante :
w(A) < p*(B) siACB

iii) p* est sous-additive : si {A,}, o est une famille de parties de X, alors

e (Ua) eXwa

neN neN

Les propriétés d'une mesure extérieure sont moins contraignantes que celles d"une mesure. EN particu-
lier, une mesure extérieure est définie sur toutes les parties de I'ensemble X alors que les mesures sont
définies sur des tribus.

Dans cette partie, nous allons voir comment a partir d"une mesure extérieure 1* on construit une mesure
sur une tribu qui dépend de p*. Et c’est ainsi qu’on construira la mesure de Lebesgue.

Définition 3.2. Soit X un ensemble muni d'une mesure extérieure ;*. On dit qu'une partie B C X est
p*-réguliere si, pour toute partie A de X, on a

i (A) = p* (AN B) + p* (AN BY)

On note M (p*) I'ensemble des parties p*-régulieres de X.

Remarque. 1'inégalité p*(A) < p*(A N B) + p*(A N BY) provient trivialement de la sous-additivité de la
mesure extérieure. Pour vérifier que B est p*-réguliere, c’est I'inégalité inverse qu’il importe de vérifier.

Proposition 3.3. M (u*) est une tribu sur X contenant toutes les parties B C X telles que u*(B) = 0, et la
restriction de p* a M(u*) est une mesure.
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Démonstration. On notera M = M (u*) pour simplifier.
e Soit B C X telle que p*(B) = 0. Alors, pour toute partie A de X,
w(ANB) < p*(B)=0 par croissance
Donc
WH(A) 2 (AN B%) = u*(ANB) + (AN B)

o Tl est clair que @ € M et que B € M si et seulement si B € M. Pour montrer que M est une tribu,
il reste donc a voir que M est stable par réunion dénombrable. Commengons par 1’établir pour une
réunion finie. Soient B, By € M. Soit A une partie de X.

Comme B; € M,

(AN (BLUBy) = p*(AN(ByUBy)NBy)+u (AN (ByUBy) N BY)
= u*(ANB)) +u* (AN B2 N BY)
Donc, comme By, By € M,
“(AN (ByUBy)) + u* (AN (B, UBy)Y)
(AN By) + (AN BY N By) + p*(An B n BY)
“(ANBy)+ p (AN BY)
1 (A)
On en déduit que B; U By € M.

Pour terminer la preuve, considérons une famille {B,,},, .y d’éléments de M deux a deux disjoints .
On veut montrer que

*

w
= M
o

B=|JB, eM et p(B)=> p(Bn)

neN neN

Notons E,, = |J;;_, Bk Pour toute partie A C X et tout n € N, on prétend que

“(ANE,) Zﬂ (AN By) (3.1)

Par récurrence, (3.1) est vraie au rang n = 0 et si l’on suppose la propriété vraie aurang n — 1, on a

p(ANE,) = u(ANE,NB,)+pu (ANE,NBE)
=Bn =FEn_1

= p (ANBy)+p (AN E,_1)

En prenant la limite lorsque n tend vers +oo, et en se souvenant que E,, C B, on trouve

n—oo

lim p*(ANE,) Z/L (AN By) < u* (AN B)
k=0

Par ailleurs, par sous-additivité,

,u*(AﬂB)zu*(U (AN B, ) Zu (AN B,)

neN neN

1. Si {An},, est une famille d’éléments de M, on peut toujours écrire | J,, An = |J,, Bn, avec les éléments By, deux a deux
disjoints (cf. la démonstration de la proposition 1.8 page 3).
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Ainsi, on a montré que

n—oo

lim p*(ANE,) = Zu*(AﬂBn) =u*(ANB)
n=0

En particulier, si A = X,

,U*(B) = Z N*(Bn)

neN
Enfin, comme M > E,, C B, on a pour tout n € N et pour toute partie A C X,

p(A) = (ANE,) + p (AN ES) > (AN Ey) + p* (AN BY)
En prenant la limite quand n tend vers 400, on obtient
p(A) > i (AN B) + p*(AN BY)
donc B € M. O

Passons enfin a la construction de la mesure de Lebesgue, en définissant une mesure extérieure que 1’on
restreindra.

3.2 LA MESURE DE LEBESGUE

On suppose a présent que X = R<.

Définition 3.4 (Rappel). Un pavé P de R est un produit d’intervalles bornés
P=ILxIyx---x1I, I; C R intervalle borné

On note mes(P) = 4(I1) - ... £(I), ot £(I;) est la longueur du segment [;, la mesure du pavé P.

Définition 3.5. Pour toute partie A de R? , on définit

A*(A) = inf {Zmes(Pi) | AC U P;, P; pavé ouvert de Rd}

ieN €N

L’'infimum est pris sur tous les recouvrements dénombrables de A par des pavés ouverts (évidemment,
il existe toujours de tels recouvrements).

Remarque. On obtient la méme définition si on travaille avec des pavés quelconques. En effet, si Q; C R?
est un pavé quelconque et si e > 0, il existe P; un pavé ouvert tel que Q; C P; et mes(P;) < mes(Q;)+ 57

Théoréeme 3.6. On a les assertions suivantes

i) \* est une mesure extérieure sur RY.

ii) La tribu M()\*) contient la tribu de Borel B(R?).
iii) \*(P) = mes(P), pour tout pavé P C R%.




3.2. LA MESURE DE LEBESGUE

Définition 3.7. On appelle mesure de Lebesgue sur R la restriction, notée )\, de la mesure extérieure
A*a B(R?) oua M(X*).

Démonstration. i) A\* est une mesure extérieure.
Il est clair que A\*(@) = 0 et que \* est croissante. Montrons la sous-additivité : soit {A,}, . une
famille de sous-ensembles de R?. On peut supposer que \*(A,) < oo, ¥n € N (sans quoi il n’y a
rien a montrer). Soit ¢ > 0. Pour tout n € N, il existe une famille {P/"},_ de pavés ouverts tels que

ieN
Avc P et Y mes(PP) S X (An) + o
ieN ieN 2
Alors
Ua-Uur
neN neNieN
et
Z Zmes(Pi") < Z (/\*(An) + 2%) = Z A (Ap) + 2¢
neN ieN neN neN

Comme € > 0 était arbitraire, on conclut que

At (U An> <D N (4n)

neN neN

ii) M()\*) est une tribu de R? qui contient B(R?).
Soient j € {1,...,d} et & € R. On définit

Bj(a)=RxRx---xRXx Ja,+o0o[ xRx---xR

j-éme position

C’est un demi-espace ouvert. La famille { B; (o) }
11 suffit donc de vérifier que

je{1,...d}.acr €Ngendre la tribu des boréliens B(RY).

Bj(a) e M(X*)  Vje{l,...,d} VaeR

Soit A une partie de R? et soit & > 0. Il existe des pavés ouverts {P;}, tels que A C |J,oy P et

Yienmes(P;) < XM (A) +¢. Alors,

ieN

AN Bj(a) C U (PN Bj(a))
i€eN

olt P, N B;(«a) est un pavé ouvert comme intersection d’'un pavé ouvert et d'un demi-espace ouvert,
et

AN Bj (a)c C U (Pl N Bj (a)C)
ieN
ott P; N Bj(a)C estun pavé quelconque. Or,

Vi e N, mes(P;) = mes(P; N Bj(a)) + mes(P; N Bj(a)c)
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Ainsi,

A (AN Bj(a) + A" (AN Bj(a)c) < Z mes(P; N Bj(a)) + Z mes(P; N Bj(a)c)
i€N ieN

N
>
*
=
_|_
0

Et comme ¢ était arbitraire, on obtient
N (AN Bj(a)) + A (AN B;()%) < \*(4)
donc Bj(a) € M(X*).

iii) Pour tout pavé P C R?, on a évidemment
A*(P) < mes(P)

Inversement, soit P C R? un pavé fermé et soit {P;},.y un recouvrement de P par des pavés
ouverts :

pclr
€N

Par compacité de P, il existe un entier N € N tel que P C vazl P;. Par le lemme 3.8 ci-dessous, on a

N oo
mes(P) < Zmes(Pi) < Z mes(P;)
i=0 n=0

Ainsi,
A*(P) = mes(P)
Enfin, si P est un pavé quelconque, on a

o J—

X (P) < mes(P) < mes(P) < X*(P)

Par ailleurs, P\ P = §P est une union finie de pavés fermés de mesure (mes) nulle, donc \*(9P) = 0
par sous-additivité. Ainsi,

A (P) < X*(P) 4+ X*(0P) = X*(P)

On conclut que

A (P) = X*(P) = A*(P) = mes(P) O
On a besoin d’introduire le lemme suivant pour terminer la preuve, étant donné que la notion de mesure
de pavage n’a pas été définie.

Lemme 3.8. Si P, Py, ..., Py sont des pavés de R¢ avec P C Uij\il P; alors

N
mes(P) < Zmes(Pi)
i=1

Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que les pavés P, P, ..., Py sont fermés.
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FIGURE 3.1 — Représentation de 'idée de la démonstration du lemme dans le cas général

e Lecas N=1lestclairSiP=1; x [s x --- x IgetQ = J; x Jo X --- x Jg, alors
PCcQ < Vie{l,....d}, LCJ;

et dans ce cas,
mes(P) =(I1) - ... - 0(13) <L(J1) - ... - £(Jq) = mes(Q)

o Considérons le cas général. L'idée de la démonstration est présentée sur la figure 3.1. Notons P =
L xIyx---xIgjetP; =11 X I; 5 x --- x I . Pour chaque j € {1,...,d}, on subdivise l'intervalle I;
de la fagon suivante :

I; = [ajl,a]] u [aé,aé} U---u [a{”,aibj_i_l]

ol {ai}ke{l,...7nj+1} est 'ensemble des extrémités des intervalles I; N I; ; pour ¢ parcourant 1,..., N.
Notons

E={k=(k,....,ka) eN" | 1<k <n,...,1 <ka<na}

gl gl 2 2 d d ;
Pour k € E, onnote Qi = [a}, ,a} 4] % [af ,af, 1] x -+ x [af ,af ,]. Avec ces notations, on a que

P:UQk

kEE
et que
d d " . .
mes(P) = Hf(Ij) = H 1 ([aij,aijﬂ]) = ZE ([ak,-ap, 1))t ([af, . af 1]) = Z mes(Qy)
=1 J=1k;=1 keE keE
(3.2)
]
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Or,
N
> mes(Q) < Yol DD mes(@r)
keE =1 \k|QrLCP
N
(3.2) pour P;,NP Z meS( )

i=1

< i mes(P;)
i=1

Nous y sommes ! L’existence de la mesure de Lebesgue est maintenant un probléeme résolu. Il reste donc
a prouver son unicité. Pour cela, d’'une maniére analogue a l'introduction d’une mesure extérieure —
notion plus générale que la mesure sur une tribu — on va introduire la notion de classes monotones —
notion plus générale que la notion de tribu.

3.3 CLASSES MONOTONES

Définition 3.9. Un sous-ensemble ' C P(X) est appelé une classe monotone si :
1) XeN

2) SiA,BeNetAcC B,alors B\AeN

3) Si A, € N pour toutn € N, et que 4,, C A,,11, alors

U Anen

neN

Remarques. 1) Si A € N, alors A° = X \ A e N/
2) Toute tribu est une classe monotone.

3) Une classe monotone est une tribu si et seulement si elle est stable par intersection finie, i.e. si
Ay, Ay € N, alors A1 N A; € N. En effet, la classe monotone devient ainsi une algebre, et donc une
tribu par 3).

Comme dans le cas des tribus, toute intersection de classes monotones est encore une classe monotone.

Si F est une famille de parties de X, on peut définir

N(F) = N N

N classe monotone sur X,N D F
Alors, N'(F') est une classe monotone sur X appelée la classe monotone engendrée par F. C’est la plus

petite classe monotone sur X qui contient F.
On a toujours NV (F') C o(F) (car 'ensemble des classes monotones contient I’ensemble des tribus).

Lemme 3.10 (des classes monotones). Si F' C P(X) est une famille de partie de X stable par intersec-
tions finies, alors

N(F) = o(F)
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Remarque. 11 suffit de montrer que N (F') est stable par intersections finies.
Démonstration. Soit A € F. Notons
M ={BeN(F)|BnAecN(F)}

Par hypothese, N contient F'. En outre, c’est une classe monotone. En effet,
- X e Ny, puisque XNA=AeN(F)
- Si By, By € Ny, avec By C By, alors By \ By € N(F) et

(By\ B1)NA=(ByNA)\ (ByNA) € N(F)

Ainsi, By \ B; € Nl.

- SiB, e N(F) Vn,avec B,, C By1,alors B=J, .y Bn € N(F) et

neN

BnA=J(B.NnA)eN(F)

neN

Ainsi, B € M.

Ainsi, N; contient N (F'), mais comme on a l'inclusion inverse par définition de N7, on déduit que

N1 = N(F).
On a montré que si A € F' et B € N(F) alors AN B € N(F).
Soit maintenant B € N(F). Notons

No={A € N(F)| ANB € N(F)}

Par la premiere étape, on a que N contient F. On vérifie comme précédemment que N, est une classe

monotone, et on a donc Ny = NV (F).
Ainsi, si A, B € N(F) alors AN B € N(F).

famille F' de parties de M telle que
i) F est stable par intersection finie, et o(F) = M
ii) p(A) =v(A) VAe F

On suppose en outre

a) soit que p(X) = v(X) < 00

v(E,) < oo pour tout n € N.
Alors p=v (ie. u(A) = v(A), VA € M).

b) soit qu’il existe une famille {E,,}, . d'éléments de F, telle que E,, C E, 11, |

neN

O

Corollaire 3.11. Soit (X, M) un espace mesurable muni de deux mesures p et v. Supposons qu'il existe une

E, = X et W(E,) =

Démonstration. a) Soit N'={A € M | u(A) =v(A)} C M. Par hypothese, N' O F. Montrons que N est

une classe monotone.
1) X € N par 'hypothese a).
2) Si A, B € N avec A C B, alors

pB\A) = u(B)—pd) =v(B)—v(A) = v(B\A)

p finie v finie
Ainsi, B\ A € N.
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3) Si A, € N pour toutn € Netque 4, C A, 41, alors

] <U An> = nlLrI;o w(Ay) = nlLrI;o v(A,)=v <U An>

neN neN

Ainsi, | J,, oy An €N
On a bien montré que N est une classe monotone. Ainsi, par le lemme des classes monotones,
NONF)=c(F)=MDN
Donc N = M.
b) Pour tout n € N, on restreint p et v a E,, en posant :
VAe M, pn(A) =pu(ANE,) et v,(A)=v(ANE,)
Comme E,, € F,ona p,(A) =v,(A) VA € F.Enappliquant le résultat de a), on trouve que
pn(A) = v, (A) VAe M
En prenant la limite quand n tend vers 400, on trouve

p(A) = Tim p1(4) = lim v, (4) = v(A)

n—oo n—oo

et ce, pour tout A € M. O

Application (Unicité de la mesure de Lebesgue). On prend X = R?, M = B(R?), F la famille des pavés

d . o . 1
ouverts et E,, = |—n,n[". En appliquant le b) du corollaire ci-dessus, on voit qu'une mesure borélienne
sur R? finie sur les bornés est entierement déterminée par ses valeurs sur les pavés ouverts. Ceci montre
donc l'unicité de la mesure de Lebesgue sur R.

3.4 PROPRIETES DE LA MESURE DE LEBESGUE

On a montré l'existence d’une unique mesure A: B(R%) — [0, +o0] telle que A(P) = mes(P) pour tout
pavé P de R% On sait aussi :

1) que X se prolonge en une mesure sur £(R%).
Rappel : L(RY) = o(B(R?),N) ou N = {ACR?|3B e B(R?) avec AC Bet A\(B) =0} est I'en-
semble des parties négligeables.
2) que X se prolonge a la tribu M()\*) D B(RY).
Rappel : \*(A) = inf {3,y mes(P;) | A C U,en Pis P pavés ouverts. | et
M(N*) = {B CR|A(A) = N (ANB)+ A (ANB%) VAC Rd}.
On peut se demander si M()\*) est beaucoup plus grande que la tribu B(R?), et si elle a un lien avec la
tribu complétée L(RY).

Proposition 3.12. Ona M(X\*) = L(R?).
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Démonstration. L'inclusion £(R?) C M(\*) est immédiate. En effet, on sait que M(\*) D B(R?) et que
M(X*) D N puisque si A € N, il existe B € B(R?) tel que A\(B) = 0et A C B, etalors \*(A) < \*(B) =
A(B) = 0.

Inversement, soit A € M(X*). Comme

A= U An]-n,n[*

il suffit de vérifier que AN]—n, n[* est M*-régulier et dans £(R?) pour tout n € N. On peut donc supposer
sans perte de généralité que A C P ou P est un pavé ouvert. Pour tout n > 1, il existe une famille
{P]'},cn de pavés ouverts contenus dans P telle que

AcC U P et Zmes(Pi") <A(A) + —

. N n

€N €N

Notons
B,=JP" e B=()Ba
ieN neN
Alors B € B(R%),ona AC BC P, et
1
N(B) S X (Bo) S A(A) + -~ Vn>1

ce qui implique que A(B) = A*(B) = A*(A). On applique le méme argument a A = P\ A. On obtient
ainsi B € B(R?) avec A C B C Pet A(B) = A*(A). Posons B = P\ BC P\ A= A.Ona B’ € B(R?) et,
comme A € M(\*),

N (P) = A (PNA)+ A (PN ALY = X (A) + A*(A)

donc
AMB') = A(P) — A(B) = A*(P) — A*(A) = \*(A)

Finalement, on a trouvé deux boréliens B et B’ tels que B C A C Bet \(B'\ B) = A(B) — A(B’) = 0.
Ainsi, A € L(R?). O

Montrons maintenant que la mesure de Lebesgue est invariante par translation. Pour cela, si z € R? et
A€ PR, onnoteraxr+ A= {z+al|ac A}

Proposition 3.13. Soit M = B(R?) ou L(R?). La mesure de Lebesgue est invariante par translation, au sens
oit pour tout A€ Metxz € R, onaxz+ A€ Met ANz + A) = \(A).

Démonstration. Tout suit naturellement du fait que si P C R? est un pavé, alors = + P est encore un pavé
et que mes(z + P) = mes(P). En particulier, la mesure extérieure

= inf {Z mes(P;) | A C U P;, P; pavé ouvert de Rd}

€N 1€N

est invariante par translation. De ce fait, la tribu
M(\) = {B C R A*(A) = N(AN B) + A (AN B%),VA C Rd} L(RY)
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est également invariante par translation (car cette derniere commute avec les opérations ensemblistes).
D’autre part, pour tout z € R?, z + B(R?) = {z + A | A € B(RY)} est une tribu qui contient les ouverts
de R?, donc = + B(RY) D B(R?). On en déduit également que B(R?) > B(RY) — x et comme ceci est
valable pour tout z € R¢, on a

r+BRY) =BRY)  VreR? O

Un résultat spectaculaire est la réciproque de cette proposition :

Proposition 3.14. Si p: B(R?) — [0, +00] est une mesure invariante par translation, et finie sur les bornés,
alors il existe une constante ¢ > 0 telle que 1 = cA.

Démonstration. Soit c = p ( [0, 1[d) > 0. Pour tout n € N*, [0, 1[* s’écrit comme une union disjointe de n?

SN

pavés qui sont des translatés de {O,

2

fermés

FIGURE 3.2 — Représentation du découpage effectué dans R? pour n = 2

On déduit de 'invariance par translation de ;1 que

u<[0%[> =2 wmeN (0

Soit maintenant P = H?:l [0,a;[c RY, ot1ay,...,a; > 0.0Ona, pour toutn € N,

ﬁ|:O7E(ZGi)|:CPCfI|:O7M[

i=1

ol E(z) désigne la partie entieére du réel = > 0. En utilisant le résultat précédent (x) et I'invariance par
translation, on trouve

E(na;) E(na;) + 1 .
JTE) ¢ ipy < [TERUEL e
i=1 i=1

En prenant la limite quand n — oo, on trouve que

d
u(P) = cHai = cA(P)

En prenant des unions (resp. intersections) dénombrables de translatés de tels pavés, on trouve que
w(P) = cA(P) VP € P(R?) pavé ouvert (resp. fermé)

Comme les pavés ouverts engendrent les boréliens, et par le corollaire 3.11 d'unicité des mesures, on a
1 = ¢ sur les boréliens. O
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3.5. THEOREME DE REPRESENTATION DE RIESZ
La derniére propriété concerne la régularité de la mesure de Lebesgue.

Proposition 3.15 (régularité de la mesure de Lebesgue). Pour tout A € L(R?), ona:

A(A) inf {\(U) | U ouvert,U D A} (C’est la régularité extérieure.)
AMA) = sup{A(K) | K compact, K C A} (C’est la régqularité intérieure.)

Démonstration. 1l faut montrer que A(A) > inf {\(U) | U ouvert,U D A}, l'autre inégalité étant immé-
diate. On peut supposer que A\(A) < oo, sans quoi il ny a rien a montrer. Pour tout ¢ > 0, il existe une
famille { P}, de pavés ouverts tels que

Ac P et > mes(P) < MA) +e

ieN i€N

Notons U = | J, .y P, alors U est un ouvert contenant A et

€N
AU) <Y NP = mes(P) < MA) +e

€N ieN

et on a I'inégalité voulue.
De méme, il faut montrer que A(4) > sup{A(K)|K compact, K C A}. Comme I(A4) =

limg, 00 A (A N [—n,n]d), on peut supposer sans perte de généralité que A est inclus dans un pavé

compact P. Par régularité extérieure, pour tout ¢ > 0, il existe U C R? ouvert, U D P\ A tel
que A(U) < AP\ A) + e Alors, K = P\ U est un fermé (donc compact), tel que K C A et
AME) = MP) = MNP NU) = AA) — \U) = MA) —e. O

Il reste I'invariance de la mesure de Lebesgue par rotation a montrer. Cependant, si on applique une
rotation a un pavé, on n’obtient pas nécessairement un pavé, ni méme un pavage. On déduira ce résultat
de la proposition 3.14 dans le chapitre des changements de variables.

3.5 THEOREME DE REPRESENTATION DE RIESZ

Ce théoreme fournit une autre démonstration de 1’existence de la mesure de Lebesgue. Considérons un
espace topologique X, muni de la tribu borélienne B(X), et soit u: B(X) — [0, +0c] une mesure finie sur
les compacts. Une telle mesure est appelée une mesure de Radon.

On note CY(X) 'espace des fonctions continues a support compact de X dans R ou C. On rappelle que le
support d'une fonction f est supp(f) = {x € X | f(z) # 0}.

On associe a la mesure p une forme linéaire positive J sur C2(X) définie par

J(f):/deu €eRouC

L'intégrale est bien définie, puisque |f| < Clg, avec K = supp(f) compact, C = sup,cx |f(z)| et
u(K) < oco. J est positive dans le sens ot f > 0= J(f) > 0.

Le théoréme de représentation de Riesz est une réciproque de ce qui précede. Sous certaines hypotheses,
toutes les formes linéaires positives s’écrivent comme une intégrale. On adopte ici un point de vue
différent sur la théorie de la mesure comme dual d'un espace de fonctions continues.



CHAPITRE 3. MESURE DE LEBESGUE SUR RP

Théoreme 3.16 (de représentation de Riesz). Soit (X,d) un espace métrique, localement compact, sépa-
rable, et soit J une forme linéaire positive sur C2(X). Alors, il existe une unique mesure borélienne p, finie
sur les compacts, telle que

= / fdp  VfeCd(X) (3.3)
X

En outre,
a) La mesure y est réquliere (extérieurement et intérieurement)
b) Pour tout ouvert U C X,

pU) =sup {J(f) | f € CAX),0 < f <1,supp(f) C U} (3.4)
c) Pour tout compact K C X,

p(K) =inf {J(f) | f €CHX),0< f <1, f>1k} (3.5)

Remarques. 1) Un espace topologique est localement compact si tout point = posséde un voisinage ou-

vert d’adhérence compacte, et est séparable s’il possede une partie dénombrable dense.
2) Si X est un espace métrique localement compact, alors X est séparable si et seulement si X est o-
compact (i.e. X = UneN Ky, K, C Ky41, K, compacts).

L’ingrédient essentiel de la démonstration est le lemme suivant :

Lemme 3.17 (de Urysohn). Soit X un espace métrique localement compact. Si U C X est un ouvert, et
K C U un compact, il existe f € CO(X) telle que supp(f) CU, f =1sur Ket0 < f < 1.

Démonstration. Par hypothese, tout € K admet un voisinage ouvert V, tel que V,, est compact. Ainsi,
K C UmeK V., et par compacité de K, il existe z1,...,zn € K tels que K C vazl Vi, = V. Par construc-
tion, V = Ul 1 Vi, est compact. Soit e = d(K,U C) > 0. On définit I'ouvert

W:Vﬂ{x€X|d(x,K)<§}

Alors, K C W C W C U, et W est compact. On pose alors

B d(z, WP
d(z, K) + d(z,Wb)
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et on vérifie que f a les propriétés requises. (f est bien définie, car le dénominateur ne s’annule pas : K
et WC sont disjoints séparés d'une distance strictement positive.) O

A propos de la démonstration du théoréme de Riesz
Unicité
Montrons que (3.3) = (3.4). Il suffit pour cela de montrer que
u(U) <sup {J(f) | f € CAX),0 < f <1, supp(f) C U}
pour tout U C X ouvert. L'autre inégalité est évidente car f < 1
a) Supposons que U est compact dans X. Pour tout n € N*, notons

Kn:{xeX|d(x,UC)>l}

n

Alors K, est compact, K,, C K11 et J,cy- K = U. Par le lemme d'Urysohn, il existe une appli-
cation f € CO(X) telleque 0 < f,, < 1, f,, = 1sur K, et supp(f,) C U.On adonc |f,(z)| < 1y
pour tout z € X et pour tout n € N*, et lim,,_,» fr(z) = Ly (x) pour tout € X. Par le théoreme de
convergence dominée,

J(fn)=/andun:;O/XllUdu=u(U)

b) Cas général. Comme X est o-compact, il existe des ouverts V,, C X tels que V,, C V.41, Va compact

et X = J,,cy V- Para), on a pour tout n € N:

sup{J )| fecdx),0 fgl,supp(f)CU} sup{J )| fecdx )nggl,supp(f)CUﬂVn}

>
> wUNV,)

En passant a la limite quand n — oo dans le membre de droite, on a I'inégalité voulue.

On procede de méme pour montrer (3.5) a partir de (3.3). Cela montre 1'unicité, puisque la mesure est
définie d’une maniére unique sur les ouverts, qui engendrent les boréliens.

Existence

On ne donnera qu’une esquisse de la démonstration.
o Etant donné une forme linéaire positive .J, on définit pour tout U C X ouvert:

u(U) =sup {J(f) | [ € CA(X),0 < f <1, supp(f) C U}
Pour prolonger 1 en une mesure borélienne, on définit une mesure extérieure. Pour tout A C X, on
pose :
p*(A) =inf {u(U) | U ouvert,U D A}
On vérifie facilement que p* définit bien une mesure extérieure sur X.

e Soit M C P(X) la tribu des ensembles p*-réguliers. On vérifie que M contient les ouverts de X donc
les boréliens sur X. On note encore y la restriction de p* a M et on vérifie que p est finie sur les
compacts.

e On vérifie que (3.3) est vraie pour tout f € C2(X), en approchant f par des fonctions étagées, et on en
déduit (3.5).
o On vérifie que  est réguliere et complete.
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Application
Soit X = R et soit J: CO(R?) — R la forme linéaire positive définie par :
J(f) = f(z)dx vf e CAR?)
R4

intégrale de Riemann

Par le théoreme 3.16 de représentation de Riesz, il existe une unique mesure borélienne 4 telle que

9= [ sau vre k)
Rd
donc 4 est la mesure de Lebesgue, d’apres (3.4) et les valeurs que prend p sur les pavés. Il y a deux

approches dans la littérature pour prouver l'existence de la mesure de Lebesgue. La premieére (qui est
adoptée dans ce cours), consiste en la construction de la mesure de Lebesgue indépendamment du
théoreme de Riesz ; la seconde se focalise sur le théoréme de Riesz et déduit la construction de la mesure
de Lebesgue en supposant construite 1'intégrale de Riemann pour les fonctions continues a support
compact.
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CuaPITRE 4

INTEGRATION SUR LES ESPACES
PRODUITS

Dans les trois premiers chapitres, nous avons défini une intégrale sur R? et la mesure de Lebesgue asso-
ciée a cette intégrale, qui permet un calcul théorique des intégrales de fonctions mesurables. Il convient
maintenant dans les deux prochaines chapitres de donner des outils afin de calculer explicitement la
valeur de ces intégrales.

4.1 PRODUIT D'ESPACES MESURABLES

Etant donné deux espaces mesurables, on veut définir une tribu sur le produit cartésien de ces espaces.
Soient (X7, M1) et (X2, M3) deux espaces mesurables. On munit le produit X; x X5 de la tribu produit
M ® My définie par :

M1 @My =0 (A1 x Az | Ay € My, Ay € M)
A1 x Az, A1 € M1, Ay € M estappelé un rectangle mesurable, et 'ensemble des rectangles mesurables

n’est pas une tribu en général.
Montrons quelques propriétés de la tribu produit :

1) La tribu My ® Mo est la plus petite tribu sur Xy x Xo qui rende mesurable les deux projections canoniques
Ty X1 XX2—>X1€t7T22 Xl XX2—>X2.
En effet, si M est une tribu sur X; x X» qui rend m; et 7o mesurables, alors

VAl S Ml,vAQ S MQ, Wfl(Al) :Al X Xo € M W;l(AQ) =X; X A2 eM

Donc A; x Ay = (Al X XQ) N (Xl X Ag) € M donc M; ® My C M.

2) Soit (X, M) un autre espace mesurable, et soit f = (f1, f2) une application de X dans X; x Xs. Alors
[ (X, M) — (X1 x Xo, M1 ® My) est mesurable si et seulement si f;: (X, M) — (X;, M) est mesurable
pourt=1,2.

En effet, si f est mesurable, alors f; = 7 o f et fo = w2 o f le sont aussi comme composition de
fonctions mesurables. Inversement, si f; et fo sont mesurables, alors pour tout A; € M1, Ay € Mo,
on a

FHAL x Ag) = f (A1) N fy 1 (Az) e M
donc f est mesurable.

On étend facilement la définition de la tribu produit pour un nombre fini d’espaces mesurables
(X1, M1),...,(Xp, M,,) en posant

Mi@Mo® @My =0 (A x Ay x - x Ay | A € My, Vi€ {1,2,...,n})

21

et on a la propriété d"associativité" suivante :
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Lemme 4.1. (M; ® M3) @ M3 = M; ® (M ®@ M3) = M1 @ My ®@ M3

Démonstration. Laissée en exercice [l

Rappel : Soient (X1, 71), (X2, 72) deux espaces topologiques. On munit X; x X5 de la topologie produit
71 ®7T; engendrée par les rectangles ouverts Uy x Us, avec Uy € T1 et Us € 7. Les éléments de 7; ® 75 sont
donc les unions de rectangles ouverts !. La topologie 77 ® 75 est la topologie la moins fine sur X; x X»
qui rende continues les projections canoniques 7 et .

On veut maintenant comparer les tribus produit des tribus de Borel sur des espaces topologiques. Pour
cela, on a la proposition suivante :

Proposition 4.2. Soient X et X, deux espaces topologiques, munis de leur tribu borélienne. Alors
a) B(Xl X XQ) D B(Xl) ® B(Xg)

b) Si X, et Xy sont des espaces métriques séparables, alors on a :

B(Xl X XQ) = B(Xl) & B(Xg)

Démonstration. a) On munit X; x X3 de la topologie produit. Alors les projections 7, et 72 sont conti-
nues, donc mesurables pour les tribus boréliennes. Par la propriété 1) des tribus produit, on a
B(Xl X Xg) D B(Xl) & B(Xg)

b) On suppose que X; et X» sont des espaces métriques séparables?. Alors, X; et X, contiennent des
bases dénombrables d’ouverts U = {U,}, oy et V = {Vi,},, oy (par exemple, si on prend une suite
(zk)ken dense dans X, on peut prendre pour U l’ensemble des boules ouverts de rayon ration-
nel centrées sur I'un des z;). Il s’ensuit que la famille W = {U,, x V,,, | n,m € N} est une base dé-
nombrable de X; x X5 (en effet, si O C X; x X est ouvert, et si z = (z,y) € O, alors il existe
(01,02) € X1 x X5 un couple d’ouverts avec z € O1 x Oz tel que O1 x Oz C O). Ainsi, chaque ouvert
de X7 x X, appartient a la tribu B(X1) ® B(X3) etona B(X; x X3) C B(X1) ® B(X2). Le a) permet
de conclure. O

Introduisons les notations suivantes. Si (X, M) et (Y, V) sont deux espaces mesurables quelconques et
siEC X xY,onnote:
E,={yeY|(zr,y)c E}  pourzeX

EY={zxeX| (x,y) € E} poury €Y
Etsi f: X xY — Z (espace quelconque), on définit :
fo:Y = Z par fo(y) = f(v,y)  pourz € X
fY X — 7 parfi(z)=f(z,y) pouryeY

Proposition 4.3. Soient (X, M) et (Y, N') deux espaces mesurables.
i) SiEe MN,alors E, e NVNe e Xet EY e M,VyeY.

1. Ici, on peut décrire tous les éléments. Ce n’est pas le cas dans les espaces mesurés : on ne peut pas décrire les éléments de la
tribu produit aussi facilement.

2. La notion de séparabilité s’explique par le fait qu'une tribu est stable par union dénombrable, alors que la notion d’ouvert
est stable par union quelconque.
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ii) Si f: X x Y — Z (espace mesurable quelconque) est mesurable pour la tribu produit M @ N, alors

Vee X fo:Y — Z estmesurable
VyeY fY:X — Z est mesurable

Démonstration. i) Pour z € X, notons N, = {E € M @ N | E, € N'}. Alors, N, contient les rectangles
mesurables:si E = Ax B, A€ M, Be N, alors

B sizxe A
(A x B)a _{ @ sinon

Par ailleurs, on vérifie aisément que N, est une tribu. Ainsi, N, = M ® N. On fait de méme pour
yey.

ii) Soit f: X x Y — Z mesurable pour la tribu produit M ® N. Alors si E C Z est mesurable, on a
pour toutz € X :
HE) = {yeY|[f(zy) € E}
{yeY | (zy) e fH(B)}

= | /®) €N (pari))
——
EMBN /J
Ainsi, f, est mesurable pour tout z € X. On fait de méme avecy € Y. 0

4.2 MESURE PRODUIT

On veut maintenant construire une mesure sur 'espace produit X x Y ott X et Y sont des espaces
mesurés.

Définition 4.4. On dit qu'un espace mesuré (X, M, u) est o-fini s’il existe une suite croissante de par-

ties mesurables E,, telle que X = J,,. En et u(E,) < co pour tout n € N.

Théoréme 4.5. Soient (X, M, p) et (Y, N, v) deux espaces mesurés o-finis. Alors :

i) Il existe une unique mesure m sur (X x Y, M @ N) telle que
m(A x B) = u(A)v(B) VAe M,VBeN 4.1)

ii) Pourtout E€ MQN,ona:

m(B) = [ (B = [ u(En)av,

Y

Démonstration. a) Unicité. Par hypothese, il existe {A,}, o et {Bn}, oy telles que X = | J, .y An, Y =
UneN B, etpourtoutn € N, A, ¢ M, B, € N, A, C Ap11, B, C Bpy1, u(4,) < 0 etv(B,) < co.
Alors, X xY = UneN E, avec E,, = A,, x B, pour toutn € N.

Soient my, my deux mesures sur (X x Y, M ® N) qui vérifient (4.1). Alors,
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e m; et my coincident sur la famille des rectangles mesurables, qui est stable par intersection finie et
engendre la tribu M @ N.

o mi(E,) = u(An)v(By,) = ma(E,) < oo pour tout n € N.

Par le corollaire 3.11 (page 46) du lemme des classes monotones, on a m; = my. Cet argument montre
que toute mesure m vérifiant (4.1) est o-finie.

b) Existence. L'idée est de définir m par la formule
m(E) = / v(E;)dp,  pour E€ Mo N (4.2)
X

De méme, on peut utiliser
wlE) = [ e,
Y

et 'unicité montrera que m = m.

Remarquons que v(E,) est bien définie pour tout 2 € E d’apres la proposition 4.3 précédente. Pour
vérifier que la formule (4.2) a bien un sens, il faut vérifier que pour tout £ € M @ N, 'application
x — v(E;) est M-mesurable.

«) Supposons tout d’abord que v est une mesure finie. Notons
M={EeM®N |z~ v(E,)est M-mesurable} C M @ N

Alors,

e M contient les rectangles mesurables : si E = A x B,A € M,B € N, onav(E,;) =
14(z)v(B). De plus, la classe des rectangles mesurables est stable par intersections finies.

e on vérifie aisément que M est une classe monotone :
1) X xYeMcarv((X xY),) =1x(x)v(Y) =v(Y).
2) SSE,FeMetE C F,ona:

v((F\E)) =v(Fy \ Ey) = v(Fy)—v(Ey)

v finie
qui est une fonction mesurable, donc F'\ E € IM.

3) Si{E,}, cy est une famille croissante d’éléments de M, alors :

v ( ( U ) ) v ( U ( ) ) (Ey)2 est une suite croissante ng&w

neN neN
mesurable

est une limite de fonctions mesurables, donc est mesurable et | J,, . Ern € M.

Par le lemme des classes monotones (lemme 3.10, page 45), ona M = M ® N. Ainsi, z — v(E,)
est mesurable pour tout £ € M @ N.

) Siv est seulement o-finie, on écrit comme avant que Y = | J,, .y Bn, et on applique le résultat de
«) a la mesure v,, définie par v,,(B) = v(B N B,,) pour tout B € N.
Comme v(E;) = lim, o0 ¥ (E;), on en déduit que z — v(E;) est mesurable pour tout E €

MeN.
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On peut donc définir

m(E) = / v(Ey)dp, VEEe MQN -
X

Reste a vérifier que m est bien une mesure. Par construction, m(@) = 0, et m(A x B) = p(A)v(B)
pour tout A € Met B € N.Si{E,},\ estune famille disjointe de M ®N, les {(E,, ). },,c sont aussi
disjoints pour tout € X, etona

m(UEn> = AV(U(En)w>duw

neN

I
S
N

Il
S
<
5
T
o
=
8

neN

Remarques. 1) Parle méme procédé, on peut définir le produit de n mesures o-finies p1, . . ., i1, en posant
par exemple
P @ @ pn = 1 @ (p2 @ (- @ pin))
L’ordre des parentheses n’a pas d’importance, car la mesure produit est entierement définie par sa
valeur sur les pavés mesurables :

(11 @ R un)(Ar X -+ X Ap) = p1(A41) -+ un(4n)

2) Si (X, M,u) = (Y,N,v) = (R,B(R),\),alors X x Y = R?, M@ N = B(R?) et 4 ® v = )\ la mesure
de Lebesgue sur R?. En effet, la derniére égalité provient du fait que les mesures prennent les mémes
valeurs sur les pavés mesurables.

De méme, A\y = A1 ® --- ® A1 (d fois). Ainsi, on aurait pu se contenter de montrer I’existence de la
mesure de Lebesgue sur R et généraliser sur RY avec cette remarque.

3) L'hypothese de o-finitude est nécessaire. En effet, soit (X, M) = (Y,N) = (R, B(R)), u = X la mesure
de Lebesgue et v la mesure de comptage (non o-finie). Soit £ = {(z,y) e R? [z =y} e MO N =
B(R?*).Onav(E,) =1,Vz € X etu(EY)=0,¥y € Y.Or,

o= [ v(Eds # [ uEran, =0

4.3 THEOREMES DE FUBINI

4.3.1 Enoncés des théorémes

Ces deux théorémes relient I'intégrale sur la mesure produit et les intégrales itérées. Il y a deux versions,
la premiere concerne les fonctions a valeurs positives, et la deuxiéme les fonctions réelles ou complexes
intégrables.

Théoreéme 4.6 (Fubini-Tonelli). Soient (X, M, p) et (Y, N, v) deux espaces mesurés o-finis, et soit f: X x
Y — [0, +oo] une fonction M @ N-mesurable. Alors :
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i) les fonctions (X, M) — [0,+00] et (Y,N) — [0,+] sont mesurables .
z = [y fly)dy, y =[x f@y)d.
i) On a les égalités suivantes :

[ sawen = [ ([ e )an= [ ([ )i, e

De méme que pour le théoreme de Beppo-Levi, quand on a des fonctions mesurables positives, il n'y a
aucune précaution a prendre. Ici, on peut échanger les deux intégrales sans probléme.

Démonstration. Soit E € M @ N, etsoit f = 1. Alors,
| faan, =vE, [ re i = uE)

donc les conclusions de i) et ii) ont été établies au paragraphe précédent, lors de la démonstration du
théoreme 4.5. Par linéarité, le résultat reste vraisi f: X xY — [0, +-00] est une fonction étagée mesurable.
Enfin, si f: X xY — [0, +00] est mesurable, il existe une suite croissante (f,,)nen de fonctions étagées
positives telles que f,,(z,y) 2 f(z,y) pourtoutz € X ety € Y. Parle théoreme 2.16 de la convergence

monotone, on a par exemple :

[ty =t [ g,
Y Y

donc i) est vraie. Par ailleurs, 1’égalité ii) est vraie pour f,, donc pour f par passage a la limite croissante
en appliquant deux fois le théoréme de la convergence monotone. O

On passe maintenant au cas de fonctions réelles ou complexes.

Théoréme 4.7 (Fubini-Lebesgue). Soient (X, M, pn) et (Y,N,v) deux espaces mesurés o-finis, et soit
[+ X xY — Rou C une fonction intégrable, ic. f € L'(X X Y, M@ N,u®v). Alors :

i) Pour presque tout z € X, la fonction y — f(z,y) est dans L} (Y, N, v).
Pour presque tout y € Y, la fonction z — f(z,vy) est dans L1 (X, M, ).

ii) La fonction x — [, f(x,y)dv, (définie j-presque partout) est dans L' (X, M, ).
La fonction y — [ f(x,y)dp, (définie v-presque partout) est dans L' (Y, N, v).

iit) On a les égalités suivantes :
| sawen = [ ([ s = [ ([ e ),
XxY x \Jy v \JXx

Démonstration. 11 suffit de considérer le cas ot f est a valeurs réelles .

i) On a déja montré que pour tout = € X, la fonction y — f(xz,y) est N-mesurable. En appliquant le
théoréme 4.6 de Fubini-Tonelli a la fonction | f|, on trouve que :

/X(/Y|f(:v,y)|duy>duw:/Xxy|f|d(u®y)<oo

Dong, [ |f(z,y)|dv, < oo pour presque tout z € X.

4. Si f esta valeurs complexes, on applique le théoreme a R(f) et I(f).
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ii) Ecrivons f = f. — f_, et définissions

g

() = {fyf+:ryduy fY (z,y)dyy 31fY|fa:y)|dVy<oo
sinon

Alors, g est mesurable (par Fubini-Tonelli appliqué a f; et f_), et

/X|9|dﬂ</x(/Y|f(:c,y)|duy>dum<oo

et on en déduit que g € L1(X, M, p).

iii) Enfin, toujours par Fubini-Tonelli,

/Xxyf+d(u® / (/ f+wyd’/u>dum
/Xxyf d(p @) /(/f :cyduy)dum

En faisant la différence de ces intégrales, on trouve le résultat. O

et

Si f vérifie les hypothéses du théoreme de Fubini-Tonelli, ou de Fubini-Lebesgue, etsi f(x, y) = g(x)h(y)

(f se factorise), alorson a :
d = d hd
Joy 0= fooe) ([ )

4.3.2 Discussions sur les théorémes

Nous allons voir sur un exemple pourquoi il est nécessaire d’avoir deux théoremes de Fubini, et 1'im-
portance de 'hypothese d’intégrabilité de la fonction que I'on veut intégrer dans le théoreme de Fubini-
Lebesgue.

Exemple. Soit X = ]0, +oo[, muni de la tribu de Borel et de la mesure de Lebesgue, notée dz. Soit f: X x
X — Ra fonction définie par
e~ Ysin(zy)

V1 + 22

Montrer que f est intégrable et calculer son intégrale.

flz,y) = Va,y >0

Démonstration (Solution). f est continue, donc mesurable. On se trouve face a une fonction pouvant
prendre des valeurs négatives, on va donc devoir utiliser le théoréme de Fubini-Lebesgue. Cependant, il
est nécessaire pour l'appliquer de montrer l'intégrabilité de la fonction : pour cela, on utilise le théoreme
de Fubini-Tonelli sur | f|!

1) On rappelle que Vz € R, [sin(z)| < min(|z|,1).
- Si0 < x <1,o0n écrit:
e Yy ye Y

|f(z,y)| < P Y e

> 1
/0 If(x,y)ldyé\/ﬁ

Et ainsi,
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— Six > 1, on écrit:
e Y1

V1 4+ 22

> 1
x, dy < ———
/0 F@yldy < s

|f (2, )| <

Et ainsi,

On a finalement

)] dy < Lo () s + 1y () — e
/0 |f(z,y)| dy ]0,1[(17)\/14_—172 [1,+ [(I)x\/l-}-—;p?

00 00 1 o'}
LT[ veaia)ars [(ars [ Lar=2<o
0 0 0 1 T O

Ainsi, f estintégrable, et [ |f|dzdy < 2

2) On applique donc le théoreme de Fubini-Lebesgue, et on a

/ e Vsin(zy)dy = S </ eyeixydy)
0 0
1 T
R =
M <1 - wc) 1+ 22

e 1
dxd = dx
/)(XXf Y /o (14‘502 :c\/1+:c2>
- /0 1+:102%
———ch(t)dt
/0 1+sh ®)

:/0“

[th(t)];=
= 1

Donc

Attention! Il est indispensable lors de 'application du théoreme de Fubini-Lebesgue, de vérifier
I'intégrabilité avant de calculer les intégrales itérées !

4

2 _
Exemple. Soit X =10,1[, et f: X x X — R définie par f(z,y) = —=—>

(22 + y2)2
PourO<zx <1,ona:
I
o (@2 +y2)?2 Y 22 + 32 o 1+ 22
On en déduit que
1 1 1 B -
/0 < ) f(x,y)dy) dz :/ e dz = [arctan( )]i;é =1
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Or, z et y jouent un role antisymétrique, donc

/o1 (/01 f(way)d:c> B

En fait, f n’est pas intégrable sur |0, 1[%. En effet,

Jouo oot [ (] cirin) oo = [ [l o= [ o=
xdy = — = —dz = 400
10,1[2 ey 0 o (#2+y?)? Y o 7?2 +y?

Attention! Il est possible que les intégrales itérées donnent les mémes valeurs, mais que la fonction
ne soit pas non plus intégrable.

4

En pratique, il faut donc se souvenir que l’application du théoréme de Fubini-Lebesgue est toujours
justifiée pour les fonctions mesurables positives, et que dans le cas des fonctions a valeurs dans R ou C,
il faut s’assurer que

/Ifld(ﬂ®1/)<oo

ce que l'on fait le plus souvent en appliquant le théoréme de Fubini-Tonelli a propos des fonctions
positives.

4.4 APPLICATIONS ET EXEMPLES

4.4.1 Intégration par parties dans R

Soient I C R un intervalle, et f,g: I — R deux fonctions localement intégrables (i.e. boréliennes et
intégrables sur tout compact K C I). Etant donnés «, § € I, on définit les fonctions F,G: I — R par:

= /I fly)dy = { n[[a,m] f(y)dy sia <z

—f[z_’a] fly)dy sia>z

et

Alors, F et G sont continues, et pour tous a,b € I, a < b,ona:

b b
/ f(@)G(x) + / F(x)g(z) = FB)G() — F(a)G(a) 4.3)

En effet,
i) F et G sont continues grace au théoréme de continuité des intégrales dépendant d’un parametre°.

ii) Par la relation de Chasles, on a par définition :

[ f@pe=F0) - Fa@). [ gelde =60 - Gla)

Par conséquent, (4.3) est inchangée si on ajoute une contante a /" ou a G. On supposera donc désor-
mais que o = 3 = a.

5. En fait, on ne peut pas montrer dans le cas général que ces fonctions sont C!, mais on peut montrer qu’elles sont absolument
continues et presque partout dérivables.
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iii) Soit h: [a,b]> — R définie par h(z,y) = f(2)g9(y)1{,<a}- Alors, h est mesurable (comme produit de
fonctions mesurables), et

b b
/[a.’b]2 |h(z,y)| dzdy < </a |f(x)|d:z:> (/a |g(y)|dy> < 00

Ainsi, h est intégrable sur [a, b)°, etona par Fubini-Lebesgue :

/ b ( / bh(x,y>dy> @ -  fa) ( / Ig(mdy) de

ab
= f(x)G(z)dx

a

/ab (/abh(x,y)dx> dy = /abg(y) </ybf(:v)dx> dy

et

ce qui donne le résultat car F'(a) = G(a) = 0 dans ce cas.

4.4.2 Calcul de I'intégrale de Gauss

Soit f(x,y) = e—e(1+y%) pour z,y > 0. f est mesurable (car continue) et positive. On a:

/Oo e_m(1+y2)dx = !
0

1492

donc par le théoreme de Fubini-Tonelli, on a

[ ([ o) [t

En intégrant cette fois-ci selon y en premier, on a pour z > 0:

00 —m(1+y)2d R /00 _wy2d y:ﬂﬁ e o 2 id _ ﬁ (/00 _sz )
(& y=e€ e Yy = e e z = e z
/0 0 0 VT vz \Jo

D’oty, en intégrant selon x :

[ ([ ([ ) = o)

Ainsi, on peut déterminer la valeur de l'intégrale de Gauss :

/ e dz = \/—E, / e dy = Nz
0 2 R

i
[\
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4.4.3 Mesure de la boule unité dans R?

On se place dans le cadre général (R?, B(R?), \), et on pose
wi=A({ze RY | 2] < 1})

ot ||.|| est la norme euclidienne sur R, i.e. Vo = (z1,...,24) € RY, 2] = /22 + - + 22
On connait les valeurs de wg pour d = 1,2 et 3. w1 = 2 est la longueur du segment [—1, 1], wy = 7 est
l'aire du disque unité et ws = 37 est le volume de la sphére unité.

Remarque. On observe que A ({z € R? | ||z[| < r}) = wqr? pour tout r > 0. On obtient ainsi le volume
pour toutes les boules par dilatation. Plus généralement, si A € B(RY), alors le dilaté rA = {rz |z € A} €
B(RY),¥r > 0 et A(rA) = r¢\(A) (il suffit de le montrer pour les pavés, et comme la mesure extérieure
vérifie cette propriété, on en déduira qu’elle est vraie pour tous les boréliens).

Dans la suite, on identifiera R4*! avec R? x R pour ne pas s’encombrer d’écritures inutiles, et si z € R?,
on notera z1, . .., xg ses coordonnées.
Soit f: R¥*! — R la fonction définie par

flz,t) = 87t1{|‘m“2<t}, RS Rd,t eR

Alors, f est mesurable pour la tribu B(R?*!) = B(R?) ® B(R) et f est positive, donc on a:

/Rf(fl?a t)dt = /000 f(z, t)dt = /”:2 e~ tdt = e~ ll=l?

fdxdt = /e‘<w§+"'+wi)dx
R4

(/R emfdm) (/R emgdxd)

d
= m2 <X

Ainsi,

Rd+1

Intégrons selon x cette fois-ci. Pour ¢t > 0,on a:

y flz,t)dz = e '\ ({x eR? | lz|| < \/Z})
= e_twdt%

Dong, on en déduit que

° d
/ f(z,t)dzdt = / e twat? dt = wyl’ (— + 1)
Rd+1 0 2

ot I' désigne la fonction I" d’Euler, que 1'on a étudiée dans la partie 2.5.3.
Ainsi, on obtient

vl

™
Wy = ———
ERRY
On retrouve les bons résultats pour w1, ws et ws. Calculons maintenant la mesure de la boule unité dans
R4 :
7T2 7T2
Wy = —— = —
YTTB) 2
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/

FIGURE 4.1 — Epigraphe d'une fonction réelle a valeurs positives.

4.4.4 Epigraphe d’une fonction mesurable

Ici encore, on identifiera R?*T! avec R? x R et si z € R?, on notera z1, . . ., x4 ses coordonnées.

Proposition 4.8. Soit f: R? — [0, +-00]. On définit E C R par
E={(z,t) eR™M 0Lt < f(a)}

E est appelé l'épigraphe de f.
Alors f est mesurable si et seulement si E est mesurable, et dans ce cas \(E) = [q f(x)dz.

Démonstration. i) Si f est mesurable, on définit F': R¥*! — R par F(x,t) = t — f(x). Alors F est
mesurable, et E = F~! (]—o0,0]) N {(z,t) € R¥™ | ¢ > 0} est mesurable.

ii) Si E est mesurable, on applique le théoréme de Fubini-Tonelli a 1z, etona:

/R]IE(:v,t)dt - /Of(m) dt = f(x)

donc f est mesurable et \(E) = [, f(z)dz. O

Remarques. a) Sion applique Fubini-Tonelli dans I’autre sens, on trouve :

vt >0, / llE(a:,t)da::)\({xeRd|f(:c)>t}) = M(t)
Rd
Ainsi,
Fz)dz = / M()dt = / Az e R f(z) > t)) dt
R¢ 0 0
b) Plus généralement, soit g: [0, +oo[ — [0, +oo[ continue et notons G(t) = fg g(s)ds. Appliquons le
théoreme de Fubini-Tonelli a la fonction (x,t) — 1g(x,t)g(t) :
o [ lp(x t)g(t)dt = fof(m) g(t)dt = G(f(x)) pour tout = > 0

o [palp(z,t)g(t)dr = g(t)M(t) pour tout t >0
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Ainsi,
G(f()de = [ glepreyar
R4 0
D’ot1 le résultat suivant

/ G(f(x))dx = /OO Gt ({z eRY| f(z) > t}) dt
]Rd

0

c) Soit 2 = {z € R?| f(z) =t} le graphe de f.Si f est mesurable, alors (2 est mesurable, et par Fubini-

Tonelli :
/\d+1(Q) = / (/ ]lQ(I,t)dt) dr =0
R4 R

/OOO (/Rd La(z, t)dx) dt

/OOOA({xERd|f(:c)_t})dt

Ainsi, pour presque toutt > 0,ona A ({z € R?| f(z) =t}) = 0.

4.5 COMPLETION DES MESURES PRODUIT

Soient (X, M, u) et (Y, N,v) deux espaces mesurés, o-finis et complets (i.e. la mesure associée est com-
plete). En général, la mesure ;1 ® v sur X x Y n’est pas compleéte !

Exemple. Si (X, M,pn) = (Y,N,v) = (R, L(R?), \), alors la mesure A2 = A ® A sur L(R) ® L(R) n’est pas
complete. En particulier, £L(R) ® L(R) € L£(R?). En effet, soit z € R et B C R non mesurable®. Soit £ =
{z} x B. Alors, avec la proposition 4.3, E ¢ L(R)® L(R) car E, = B ¢ L(R), mais E C {z} xR € L(R?)
et A\({z} xR) =0.

Heureusement, on a la proposition suivante :

Proposition 4.9. Soit d > 2 et k, des entiers tels que d = k + I. Alors, la mesure de Lebesgue Ay sur L(R?)
est la complétée de la mesure produit A\, @ \; sur L(R*) @ L(R!).

Ceci nous permet donc d’énoncer une généralisation (mineure) du théoréme de Fubini en supposant
que les espaces mesurés sont o-finis et complets.

Proposition 4.10. Soient (X, M, p) et (Y, N, v) deux espaces mesurés, o-finis et complets. Soit f: X xY — R
ou C une fonction mesurable pour la tribu produit complétée (M @ N)*. Alors :

i) Le théoreme de Fubini-Tonelli s’applique si f > 0, a la différence pres que les fonction f,:y — f(x,y) et
fY: x— f(x,y) sont simplement mesurables pour presque tous les x ou y.

ii) Le théoréeme de Fubini-Lebesgue s’applique tel qu’il a été énoncé.

6. On a exhibé un tel ensemble dans la partie 1.4, page 6.
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CHAPITRE D

CHANGEMENTS DE VARIABLES DANS
Rd

Ce chapitre permet de présenter un autre outil pour calculer les intégrales multiples dans le cadre
"concret" de R%. Le but est donc de calculer 'image de la mesure de Lebesgue sur R (éventuellement
restreint a un ouvert) par un difféomorphisme.

Si p: R? — R? est une fonction de classe C!, on notera D, la dérivée de ¢ = (¢1,...,0q) en u =
(u1,...,uq), que I'on peut identifier a la matrice des dérivées partielles :

(Dup)ij = (a?—uiu))

Le Jacobien de ¢ en u est le déterminant de cette matrice, on le notera J, (u).

5.1 LA FORMULE DE CHANGEMENT DE VARIABLES

On commence par traiter le cas particulier ot le difféomorphisme est une application affine.

Proposition 5.1. Soit f: R? — RY définie par f(x) = Mx + b, oit M € GL4(R) est une matrice d x d
inversible, et b € R?. Si A € B(R?), alors f(A) € B(RY) et

A(f(A)) = [det(M)| A(4)

Remarque. La proposition reste valable pour une matrice M non inversible, puisque f(A4) C f(R?) est
contenu dans un hyperplan, qui est de mesure de Lebesgue nulle !

On retrouve comme cas particulier de cette proposition l'invariance par translation de A (proposi-
tion 3.13, page 48), l'invariance par rotation qu’il nous restait a montrer, et la propriété de dilatation
énoncée lors de la section 4.4.3.

Démonstration. Soit g = f~1, i.e. g(y) = M~ 1(y —b). Si A € B(R?), alors f(A) = g~ 1(A) € B(R?), car
T4-1(4) = 14 o g est mesurable. Il reste a calculer A(f(A)). On peut supposer que b = 0, car on sait
que ) est invariante par translation. Soit p: B(R?) — [0, +oo] définie par u(A) = A(f(A)) pour tout
A € B(R?). Alors, 11 est clairement une mesure invariante par translation (car f est linéaire), et finie sur
les bornés. Par la proposition 3.14, il existe une constante ¢(M) > 0 telle que p = ¢(M)A. Il reste a voir
que ¢(M) = |det(M)|. On procede par étapes :

i) Si M est orthogonale (i.e. M~' = ‘M), on note B = {z€R?||z|| <1}. Alors, MB =

{Mz |z € B} = B, donc u(B) = A\(MB) = A(B) > 0, et finalement ¢(M) = 1.
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ii) Si M est une matrice symétrique définie positive, il existe R une matrice orthogonale telle que
‘RMR = D = diag(ay,...,aq), Qaty...,aq >0
Soit P = [0,1]%, et A = RP. Alors,
AMA) =AMRP)=AP)=1

et

1u(A) = N(MA) = N(RDP) = \( ) = det(M)

DP
<~
:H;l:1 [Owai]

Dans ce cas, on obtient ¢(M) = det(M).
iii) Dans le cas général, on écrit la décomposition polaire de M = RS, avec S = (*M M )% et R=MS~1
S est symétrique définie positive et R est orthogonale. Ainsi, pour tout A € B(R¢), on a :

w(A) = AMRSA) = M(SA) = det(S)A(A)
Et on déduit que c(M) = det(S) = |det(M)]. O

Rappelons ce qu’est un difféomorphisme.

Définition 5.2. Soient U et V deux ouverts (non vides) de R%. On dit que ¢: U — V est un difféomor-
phisme de classe C! si :

i) ¢: U — V est bijective
ii) ¢ est de classe C! sur U

iii) ¢! est de classe C! sur V

Remarque. Si ¢: U — V vérifie i) et ii), alors ¢ vérifie iii) si et seulement si .J,,(u) # 0 pour tout u € U.
C’est le théoreme d’inversion locale (le caractére global provenant de l'injectivité de ¢ sur U).

Proposition 5.3. Soit ¢: U — V un difféomorphisme de classe C*. Si A € B(R%),A C U, alors p(A) €
B(RY), et

Ap(4)) = /A T dA = /A T ()] du

Pour démontrer cette proposition, on va avoir besoin du lemme suivant pour localement se ramener au
cas ou ¢ est affine.

Lemme 5.4. Soit K C U un compact, et € > 0. Il existe § > 0 tel que pour tous ug € K et r € |0, 4], on ait, en
notant Py, » = ug + [—7, [

7

(1 - 5) |J<p(u0)| /\(Puo,r) < )‘((p(Puo,r)) < (1 + 5) |J<P(u0)| /\(PUO,T)

Démonstration. Dans cette preuve, on note |lu| = max(juil,...,|uqd|) si v € R Ainsi, Py, =
{ueR?||lu—ul| <r}. De méme, si M est une matrice de taille d x d, on note |[M| =
sup {[|Mul| | uw € R?, [|lu]| < 1}.
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o Comme K C U est compact, ona d(kK, UC) > 0, et D, est uniformément continue sur K (car continue
sur un compact). Etant donné € > 0, on peut choisir § > 0 tel que § < d(K,UC), et

[p(u) = @(uo) = (Dup)(u — uo)|l < ellu—uoll, Yuo € K,u €U | |lu—uol <4 (5.1)
e Ecrivons
p(u) = p(uo) + (Duyp)(u — ug + f(u,uo)) (5.2)
ot f(u,ug) = (Duyp) ™! (o(u) — ¢(ug) — Dygp(u — ug)). Alors, par (5.1), on a
1f (u,uo)|| < aellu —ugll, Yup € K,Vu e U | |lu—up| <9 (5.3)
ola= SUDy, ek H o P) 71”

e Soit r > 0 tel que r < 0. Il suit de (5.2) et (5.3) que :

O(Pug,r) C p(uo) + (Duep) (1 + ag)Po,r)

donc A(p(Pyy ) < |Jp(uo)| (1 + ag)?\(Py ), et c’est la borne supérieure recherchée.
De méme,siac < 1,ona:

(Pug,r) D p(uo) + (Duetp) (1 — ae)Po,r) O
donc A(¢(Pyqy.r)) = |Ju(uo)| (1 — ag)?\(Fy ), et c’est la borne inférieure recherchée.

Démonstration (Démonstration de la proposition 5.3). Pour tout entier n, on note @,, I'ensemble des pavés
élémentaires d’ordre n de la forme

P= H T, 27k + D[, k= (k.. ka) €29

Onnote zp = 27" (k1 + 3, k2 + %,...,kq + 3) le centre d’un tel pavé P.
Soit Py un pavé élémentaire d’ordre ng tel que P, C U et soite > 0. On choisit un n > ng assez grand
pour que :

1) le lemme 5.4 ci-dessus soit vrai avec K = Py et § = 2~ (1),

2) Pour tous u,v € Py = K, avec ||u — v|| < 6, on ait :

(1 =e) [Jp(u)] < [Jp(v)] < (1 4¢) [Jp(u)] (54)
Comme Py = U P,ona:
PeQ,
PCPy
(o)) = > Ae(P), orP=P, 5w
PeQn
PCPy
<149 Y ) AP)
emme O.
PR,
< (1tey / 1, ()] du
(54) PeQy
PCPy

(1+e)? | [|Jp(u)du
Py
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De méme, on a
Me(Py)) = (1 - 5)2/ [Jo(u)|du, sie<1
Py
Comme ¢ > 0 était arbitraire, on a

e(Py)) = /P [ ()]

Considérons a présent les mesures boréliennes p et v sur U définies par :

WA) = @A), v(A) = /A ()] du

On sait que p et v coincident sur la famille des pavés élémentaires dont ’adhérence est un compact de U.
Cette famille est stable par intersection finie, et engendre la tribu borélienne 5(U). Par ailleurs, si U,, dé-
signe l'union des pavés élémentaires d’ordre n dont I'adhérence est incluse dans UN{z € R? | [|z[| < n},
onalhy, CUny1, UpenUn = U et u(Uy,) = v(U,) < oo pour tout n € N. Par le corollaire 3.11 du lemme
des classes monotones, on conclut que p = v sur B(U). O

On peut a présent énoncer le théoréeme de changement de variable dans R<.

Théoréme 5.5 (du changement de variable dans R9). Soient U et V deux ouverts de R%, et o: U — V un
difféomorphisme de classe C'.

1) Si f: V — [0, 400] est une application mesurable, alors (f o ) |J,| : U — [0, +00] est mesurable, et
[ et = [ o) a0 du 65)
1% U
2) Si f: V — Rou C est une application intégrable, alors (f o @) |J,| : U — R ou C est intégrable, et

/V f(v)dv = /U £ () | T ()] (5.6)

Comme dans le théoréeme de Fubini, le théoreme se décompose en deux parties. La premiére, moins
générale, aide a trouver les hypotheses de la seconde afin de pouvoir 'appliquer.

Démonstration. Soit B C V un borélien, et soit A = ¢~}(B) C U. Alors,si f = lg,ona fop=1gop=
1,-1(p) = 14, etla formule (5.5) devient simplement

Ap(4)) = /A ()] du

qui a été démontré dans la proposition précédente. Ainsi, par linéarité, (5.5) est vraie pour les fonctions
étagées positives, et par passage a la limite croissante, pour toute fonction f mesurable positive.

Si f est intégrable et réelle, on obtient (5.6) en appliquant (5.5) a f4 et f_.

Si f est intégrable et complexe, on applique (5.6) a R(f) et I(f). O

Remarques. 1) Le théoréme est vrai si I’on travaille avec £(R?) au lieu de B(R?). En effet, si A € L(R?),
il existe Ay, Ay € B(R?) avec Ay C A C Ay et A\(A3\ A1) = 0.Si A C U, alors on peut prendre
A1, Ay CU,etonap(A1) C p(A) C p(A2) avec:

A(p(A2) | 9(Ar)) = A ((As \ Ay)) = /A et =0
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Ainsi, p(A) € L(RY) et
A@(A)) = Ap(A)) = /A T ()] du = /A T, ()] du

2) On peut parfois généraliser un peu la classe des applications ¢ qui interviennent dans la formule du
changement de variables. Par exemple, pour d = 1, si f: R — R est continue et ¢: R — R est de
classe C!, alors pour tous a,b € R, on a:

»(b) b
/ Fly)dy = / Flp(@))e! (2)da
v(a) a

Ici, on n’a aucune hypothese sur la bijectivité de ¢, et pourtant la formule fonctionne encore.

5.2 APPLICATIONS

Sont présentées ici quelques applications trés classiques a connaitre absolument.

5.2.1 Coordonnées polaires dans le plan R?

Soient U = {(r,0) |0 <r <oo,—-m <O <m}etV =R2\{(z,0) | z <0}.

x\\\\ e

—r

Soit p: U — V définie par ¢(r,8) = (r cos 8, rsin ). Alors ¢ est bijective, de classe C* et

cosf) —rsinf
Jo(r, 0) = det <sin6‘ rcos@>_r>0

Ainsi, ¢ est un difféomorphisme de classe C*°, et en appliquant le théoréme, on obtient le corollaire
suivant :

Corollaire 5.6. Si f est une fonction mesurable positive ou intégrable définie sur R?, alors

f(z,y)dady = / f(rcos@,rsinf)rdrdd
R2 U

Remarque. Enfait, [o, fdA = [, fdX car A(R*\ V) = 0.
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En particulier, si f est radiale (i.e. s'il existe fj telle que f(z,y) = fo(/22 + y?), c'est-a-dire qu’elle est
invariante par rotation), on obtient a ’aide de Fubini,

[ sty = [~ Cem)Dfatriar

la longueur du cercle de rayon r

Application: Soit f: R? — [0, +oo] définie par

1
Y= ———> =, a>0
Alors?, festintégrablesur B = {(z,y) | 2 +y* <1} sietseulementsi o <2.
f est intégrable sur BC sietseulementsi o > 2.
En effet,
o0 1 Y 2T i< 2
/Bf(x,y)d:cdy :/0 ll{rgl}(27rr)r—adr = 27T/0 r%dr = { —2|—oo sia>2
et

e 21 g
/ f((E, y)diﬂdy = 27T/ Tliadr = { a—2 st > 2
BC 1

+oo sia <2

Application (intégrale de Gauss) : Par le théoreme de Fubini-Tonelli, on a que

/ e_m2dx_(/ e_c”zd:rx/ e_y2dy> = / e_(””2+y2)d:cdy
0 0 0 10,400

D’autre part, il vient par passage en coordonnées polaires,

/ e—(12+y2)dxdy = /2/ e_rzrdrdﬁzﬁ/ e_r27’d1":I
0,400[2 o Jo 2 Jo !

On retrouve ainsi la valeur de I'intégrale de Gauss.

N[
Nl=

5.2.2 Coordonnées sphériques dans l’espace R?

Soient U = {(r,0,¢) |0 <r <oco,0<f<m—7m<p<m}etV=R3\{(z,0,2) | <0,z € R}.
Soit ¢: U — V définie par ¢(r, 0, ¢) = (rsinf cos ¢, rsinfsin ¢, r cosb).
Alors 1) est bijective, de classe C> et

sinfcosyp rcosfcosp —rsinfsing
Jy(r,0,¢p) = det [ sinfsing rcosfsing rsinfcosp | =r’*sind >0
cosf —rsind 0

Ainsi, ¢ est un difféomorphisme de classe C*°, et en appliquant le théoreme, on obtient le corollaire
suivant :

1. On pourrait prendre un voisinage de 0 a la place de la boule unité.
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(2,9, 2)

[0}

Corollaire 5.7. Si f est une fonction mesurable positive ou intégrable définie sur R3, alors

/ flz,y, z)dzdydz = / f(rsinf cos @, rsin 0 sin @, r cos B)r? sin fdrdfde
R3 U

Remarque. En fait, [, fd\ = [, fdA car A(R* \ V) = 0.

En particulier, si f est radiale (i.e. s'il existe fy telle que f(z,y,2) = fo(y/2? + y2 + 22)), on obtient a
I’aide de Fubini,

f(z,y, z)dedydz

/ fo(r)r? sin drdfdy
RS U

/Ooo fo(r)r? (/OW sin 0 (/: dgo) d9> dr
| QD

Application: Soit f: R* — [0, +0c] définie par

l'aire de la sphére de rayon r

f(:v,y)=—1 a>0

(22 +y2 + 223’
Alors?, festintégrablesur B = {(z,y,2) | 2? + y? + 22 <1} sietseulementsi o <3.

f est intégrable sur BE sietseulementsi o > 3.
En effet,

4r

oo 1 ! = sia<3
_ 2\ & — 2—a — 3—«
/Bf(%y,Z)dwdde /0 Lrcay(dmr) —dr 4”/0 r e { oo sia>3

et
4

_ Oo 2—a _ °—3 sia >3
/Bcf(:v,y,z)d:vdydz 47T/1 re=%dr {—i—oo sia <3

2. On pourrait prendre un voisinage de 0 a la place de la boule unité.
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5.2.3 Généralisation a R?

| - || représente la norme eucli-

Définition 5.8. Soit d € N*. On note S*~! = {z € R? | ||z[| = 1}, ot
dienne. Etant donné A C S9!, on note y(A) le secteur :

Y(A) ={rzeR? |z € A,0<r<1}

On appelle mesure euclidienne de surface la mesure borélienne sur S?~! définie par :

oa(A) = dhg(v(A)), VA € B(S?Y)

On vérifie facilement que 1’on a bien défini une mesure.

Remarque. Calculons la valeur de la mesure de la sphere unité :

[SI%

B e 271'%
(87 = dhalle |l < 1) = dp 5 = £

{—1,1}), 02(S*) = 2 (circonférence

En particulier, 01(5%) = 2 (c’est la mesure de comptage sur S°
du cercle unité dans le plan), 05(S?) = 4r (aire de la sphére unité dans l'espace), ...

Proposition 5.9. Si f est une fonction mesurable positive, ou intégrable, définie sur RY, alors

/R | fdx = /0 h /S . f(r,w)ri=tdrdo, (5.7)

o= MNgeto =oy.

En particulier, si f est radiale (i.e. s'il existe fj telle que f(z) = fo(||z]|)), alors :

fdx = Cy / fo(r)yrd=tdr, ot Cy = ——
R? 0 r(3)

Application: Soit f: R? — [0, +-00] définie par

1
f@) = e >0

Alors, comme précédemment,
f est intégrable sur un voisinage borné de 1'origine sietseulementsi o <d.
f est intégrable sur le complémentaire d’un tel voisinage si et seulementsi « > d.

Démonstration (Démonstration de la proposition 5.9). 1l suffit de vérifier (5.7) pour f = 1p avec B €

B(U) = B(R?\ {0}). Définissons yu: B(U) — [0, +oc] par :

w(B) = / / 15(rw)rd=tdrdo,
0 Jsa-1

76



CHAPITRE 5. CHANGEMENTS DE VARIABLES DANS RP

Alors, on vérifie que u est une mesure borélienne sur R? \ {0}. On veut montrer que ;1 = \. D’apres le
corollaire 3.11 au lemme des classes monotones, il suffit de vérifier que p(B) = A(B) pour un B de la
forme :

x

B={er| eA,a<|x||<b}, avec A€ B(ST et <a<b

]

En effet, une telle famille vérifie les hypothéses voulues (stabilité par intersection finie, et U est 'union
dénombrables de telles parties). On a donc :

[
bt — qd
d

0 b
w(B) = / / ]l]a)b]]lA(w)rd_ldrdaw = U(A)/ ri=ldr = o(A)
0 Sd—1 a

e Par ailleurs, on note v,(A) = {rz e R? | "™ <r <a™,z € A} oa= ¢ €]0,1[et A € 4. Alors,
Yn(A) Nym(A) = Tsin #m,ety(A) = U,y 7n(A). Par définition, on a B = byo(A). L'invariance par
dilatation de A donne que A(7,,(A)) = a®\(y0(A)). Ainsi,

A(Y(A)) = > A m(A)) = %
neN
et
A(B) = b*A(70(A))
Dongc,
bd _ ad
A(B) = b(1 = a)A(y(4)) = ———0(4) = u(B) O
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CHAPITRE O

ESPACES LP ET LP

Dans tous les chapitres précédents, nous avons considéré les fonctions “individuellement”. Dans ce
chapitre, nous étudierons des familles entiéres de fonctions, c’est-a-dire des “espaces de fonctions”, ou
espaces fonctionnels.

Dans tout ce chapitre, on considére un espace mesuré (X, M, p1), et on notera K = R ou C.

6.1 GENERALITES SUR LES ESPACES L? ET LP

Définition 6.1. Soit p € [1, +oo[. On définit :

LP(X, M, ) = {f: X — K mesurable |/ [fIP dp < oo}
X

1l = ( /. Iflpdu)p

Les cas les plus importances sont p = 1 (i.e. 'ensemble £'(X, M, 1) des fonctions intégrables, déja
défini), et p = 2 (i.e. I'ensemble des fonctions de carré intégrable).

Pour f € L£P(X, M, 1), on note

Définition 6.2. On dit qu'une fonction f: X — K est essentiellement bornée s’il existe unréel A > 0
tel que | f| < A p-presque partout, i.e.

p({ze X |[f(x)] > A}) =0

On note £>°(X, M, 1) I'ensemble des fonctions essentiellement bornées sur X.
Pour f € L>(X, M, i), on note

| /lloc = sup ess | f(2)| = inf ({4 > 0| || < A j-presque partout})
zeX

Remarque. En fait, || f||co = min {A > 0| |f| < A p-presque partout}, de sorte que

F(@)| <[l pour j-presque tout = € X

En effet, soient E, = {z€ X ||f(z)| > |fllo+ L} et E = {x€ X ||f(z)| > |fllo}. Alors, E =
Unen En et pour tout n € N, p(E,,) = 0 par définition de || f||oo, donc p(E) = 0.
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1 1
Définition 6.3. On dit que p, ¢ € [1, +o0] sont des exposants conjugués si —+— = 1 (avecla convention
p q
1
— =0).

(0.9]

Proposition 6.4 (Inégalité de Holder). Soient p,q € [1, +o0] des exposants conjugués. Si f,g: X — Ksont
des applications mesurables, alors

[ falls < [ £llpllgllq (6.1)
En particulier, si f € LP(X, M, pu)et g € LI(X, M, ), alors fg € LY(X, M, p) et I'inégalité (6.1) est vraie.

Remarque. Sip,q € |1, 4+o00[, I'inégalité (6.1) devient :

[ irslaws ([ Iflpdu)%< / |g|qom>é (62)
[ 1solan< <suwp;)e<ss|f<x>|> (/ 1o1an) (63)

Cette derniére inégalité est évidente car | fg| < || f|l 9| 1-presque partout.

etsip=occetg=1,ona:

La démonstration de 'inégalité de Holder repose sur le lemme suivant :

Lemme 6.5. Soient p, q € |1, +oo[ deux exposants conjugués. Si a,b > 0,ona:

1 1
ab < —aP + —b4
p q

avec égalité si et seulement si a? = b.

Démonstration. On peut supposer que a,b > 0 sans quoi c’est évident. Notons z = pln(a) et y = ¢In(b),
de sorte que a = e®/P et b = ¢¥/9, Comme la fonction ¢ +— exp(t) est strictement convexe, on a

1 1 1 1 1 1
ab = exp <—x + —y> < —exp(x) + — exp(y) = —a? + —b?
p q p q p q

avec égalité si et seulement si z = y, i.e. aP = b?. O

Démonstration (Démonstration de la proposition 6.4). Si f et g sont deux fonctions mesurables, le produit
fg Vest aussi. 1l suffit donc de montrer (6.1). Les cas (p = 1,q = o0) et (p = 00,q = 1) sont faciles. On
suppose donc que 1 < p,q < oo.

Si f =0 (ou g = 0) u-presque partout, alors fg = 0 u-presque partout et les deux membres de (6.2) sont
nuls. On suppose donc dorénavant que || f||, > 0 et ||g||; > 0.

Dans ce cas, on peut supposer que || f||, < oo et ||g||q < oo, sinon le membre de droite de (6.2) vaut +oco
et il n’y a rien a montrer.

Supposons donc que 1 < p,q < co et que 0 < || fllp, [lg]lq < oo. Définissons les fonctions suivantes :

@) L@
FO=Tmm 9=
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Alors, F € LP(X, M, p) et G € LY(X, M, ) avec |[F||, = ||Gllq = 1.
En outre, par le lemme,

F(2)G(z) < me+§cmw

En intégrant les deux membres, on trouve :

! </ 1 1 11
nall Ifgldu> <-|FIE+=Gld==-+=-=1
1£1pll9lla \Jx pl T = T

Remarque. Sil < p,q < oo, on a égalité dans (6.2) si et seulement si
alf(@)|” =Blg(@)|*  aveca,f>0,a+5>0
Sip = 00,q = 1, on a égalité dans (6.3) si et seulement si

l9|(Ifllsc = |f)) =0 p-presque partout

Justifions maintenant que les applications f — || f||, introduites pour p € [1, +00] sont des semi-normes,
ce qui justifiera la définition des espaces LP pour qu’elles deviennent des normes. Nous allons tout

d’abord nous intéresser a l'inégalité triangulaire, dite de Minkowski.

Proposition 6.6 (Inégalité de Minkowski). Soit un réel p € [1,+o00]. Si f,g: X — K sont deux applica-

tions mesurables, alors
If+gllp <1 fllp + llgllp

En particulier, si f,g € LP(X, M, ), alors f + g € LP(X, M, p) et I'inégalité (6.4) est vraie.

(6.4)

Démonstration. Comme |f + g| < |f| + |g|, alors le résultat est évident pour p = 1 et p = co. On suppose
doncquel < p < oo, etque f,g € LP(X, M, ) avec f > 0 etg > 0 (sinon, on remplace f par | f| et g par

lg]). La fonction ¢ +— ¢P étant convexe sur [0, +oo[, on a donc pour tous a,b > 0:
(%a + %b)p < %ap + %bp
donc, on en déduit immédiatement que
(a+b)P < 2P~ (a? +bP)
Ainsi,
(f(@) +g(x)" <207 (f(2)” + g(2)P)

et on en déduit que f + g € LP(X, M, p).
Par ailleurs, posons h = f + g > 0. Alorson a

WP = (f+g)h*~" = fhP~! + gh?™!

Soit ¢ = ;55 I'exposant conjugué de p, on a alors

1
q ya
MV%=<LWM)=HM=HM”<w
Par I'inégalité de Holder, on en déduit donc que

115 < AR~ g + NgllolB? = g = 215~ (L1l + llgll)

Si ||All, > 0, on obtient (6.4) en divisant les deux nombres par [|A|[5~", et si ||a[|, = 0, alors f =

p-presque partout et g = 0 y-presque partout, donc les deux membres de (6.4) sont nuls.
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6.1. GENERALITES SUR LES ESPACES £* ET L?

Soit p € [1,+o0]. Il suit de l'inégalité de Minkowski que £P(X, M, 1) est un espace vectoriel, et que
I'application || - ||,: f + |||l est une semi-norme sur £? (X, M, u). En effet,

= Ifll, = 0 pour toute application f € LP(X, M, u)

= IMfllp = |AlI f]lp pour toute application f € L£P(X, M, u) et tout A € K

= f+4gllp <Ifllp + llgll, pour toutes applications f, g € LP(X, M, u1)

En revanche, || f||, =0 <= f(z) = 0 pour p-presque tout = € X, donc || - ||, n’est pas une norme si la
tribu M contient des ensembles non vides de mesure nulle '.

Considérons alors R la relation d’équivalence sur £P (X, M, u) définie par

fRg sietseulementsi f(x) = g(x) pour u-presque tout z € X, ie. || f —g|, =0

Etant donnée une application f € £P(X, M, u), on note [f] la classe d’équivalence de f pour la relation
R, c’est a dire que

[f] ={g € LP(X, M, pn) | g(z) = f(x) p-presque partout}

Définition 6.7. Soitp € [1, +o00]. Onnote LP(X, M, ) le quotient de £LP(X, M, 1) par la relation d’équi-
valence R, i.e.
LP(X, M, p) ={[f] | f € L2(X, M, 1)}

Par construction, LP(X, M, ;1) est un espace vectoriel normé, avec les opérations d’espace vectoriel

1+ 19 =[f + gl AT =M1, VAEK VS ge LP(X, M, p)

et lanorme? :

Il = I fllps Vf € L2(X, M, )

Attention! En fait, lorsque 1'on travaille avec des éléments de LP(X, M, i), on raisonne avec des

classes d’équivalence. Mais dans toute la suite du cours, on identifiera la classe d’équivalence

avec l'une de ses fonctions représentatives. Cependant, on ne pourra pas évaluer une fonction

de LP(X, M, ;1) en un point. En effet, deux fonctions dans la méme classe d’équivalence peuvent
@ différer sur un ensemble de points de mesure nulle.

L’analyse étant basée pour une grande part sur des procédés de limite et d’approximation, on n’étudie
d’ordinaire les espaces vectoriels normés que s’ils sont complets, i.e. toute suite de Cauchy converge. Le
théoréme suivant assure la complétude des espaces de Lebesgue.

Théoreme 6.8 (Riesz-Fisher). L'espace de Lebesgue LP(X, M, 1) est un espace vectoriel normé complet (i.e.
un espace de Banach) pour tout p € [1, +00].

Démonstration. Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans L?(X, M, ). On choisit des représentants quel-
conques f, € LP(X, M, p), et on veut montrer qu’il existe une fonction f € LP(X, M, ) telle que
If = fully — 0.

1. ... ce qui est, en particulier, le cas de la tribu de Lebesgue.
2. Il faut bien entendu vérifier que les lois de composition et que la norme ne dépendent pas du représentant choisi.
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CHAPITRE 6. ESPACES LY ET LY

a) Sil < p < oo. Par récurrence, on construit une suite extraite (fy, )ren de (fn)nen telle que pour tout
k=0, fap, — farllp < 27F. Le probléme est donc de construire une limite a cette suite. On note
pour tout N € N,

N
g (@) =D | fopr (@) = (@), weX
k=0
Alors, gy € LP(X, M, ), et par l'inégalité de Minkowski :
N N
lgnlly <D I fneer = Fuelly D27 <2, VN eN
k=0 k=0

Ainsi, la suite (gR/)nen est une suite croissante de fonctions intégrables, positives et telles que
supyen [ ghdp < 2P < oc. Par le théoréme 2.16 de la convergence monotone, sup ycy gn () < 00
pour presque tout x € X. Plus précisément, il existe £ € M tel que pu(E) = 0 et
> o [fresr () = fo,(@)| < 0o pour tout z € X \ E.

En outre, si g: X — Ry est définie par:

o) = { S0 (@) = fuulo)] sz e X\

sizreF

alors g € LP(X, M, p) et|g]lp, < 2.
D’autre part, on a évidemment :

k—1

f"k(x):fno(x)_'—Z(anl(I)_fni(x))a Ve e X

i=0
On définit @) \
| limgeo fr () size X\ E
J(@) = { 0 size B
Comme f,, (z) " f(x) presque partout, et que |fp,| < |fn,| + 9 € LP(X, M, p), le théoreme de
la convergence dominée 2.25 montre que f € LP(X, M, p). Enfin, |f,, (z) — f(x)] P 0 presque
partout, et | fn, — f| < |fno — f| + 9 € LP(X, M, p1), donc par le méme argument, || f,,, — fllp B 0.

Enfin, comme (f,)nen est une suite de Cauchy, on conclut que || f, — f|l, — 0.
n—oo

Remarque. L'argument montre que toute suite de Cauchy dans £?(X, M, ;1) posséde une sous-suite
qui converge point par point presque partout.

b) Sip = co. Pour n,m € N, on définit :
Ap={z e X |[fu(@)| > [Ifullc},  w(An)=0
Bpm = {z e X [[fu(@) = fm (@) > | fn — fimlloo} s /L(Bn,m) =0

E:<UAn>U U Bum |,  wE)=0

neN neN
meN

Siz ¢ FE,ona

— 00

1) = @) < o = Sl =20
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On définit donc
Flz) = { lim, oo fu(z) siz ¢ E

0 sinon

Alors f est mesurable, et |f(z)| < liminf,,— || fnlleo pour tout z € X, donc f € L2°(X, M, 1) et

donc || fr — flloo < liminf,, oo ||frn — finlloo — 0.

Corollaire 6.9 (p = 2). L'espace L?(X, M, ) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire :

(flg) = /X f9du, fig e DA(X, M, )

On vérifie que (-|-) est bien un produit scalaire® (i.e. une forme bilinéaire symétrique définie positive
sur R, ou une forme sesquilinéaire symétrique hermitienne définie positive sur C) sur L?(X, M, u). En
particulier, I'inégalité de Holder (dans le cas p = 2) donne I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[(F19)l < IF112llg]l2

Pour p # 2, aucun LP(X, M, u) n’est un espace de Hilbert.

6.2 INCLUSIONS DES ESPACES L” OU L?

Il est souvent crucial de garder en téte les relations d’inclusion entre espaces de Lebesgue. Si l'espace X
est de mesure finie, alors les espaces de Lebesgue £7 (X, M, i) sont emboités :

Proposition 6.10. On suppose que u(X) < oo. Si f € LP(X, M, ), alors pour tout ¢ € [1,p], f €
LYX, M, p)etona:

[fllq < Lf[lpp(X)a™? (6.5)
Enoutre, si f € L>(X, M, ), alors
I7lloe = Tim_ I£1, (©6)

Dans ce cas, on a ’'emboitement suivant :

L(X, M, ) C LP(X, M, p) CLIYX, M, ) CLY(X, M,pn), p=gq

Démonstration. Dans (6.5), on peut supposer que ¢ < p.

3. qui ne dépend pas du représentant choisi, car I'intégrale ne change pas de valeur pour deux fonctions différentes sur un
ensemble de mesure nulle.
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CHAPITRE 6. ESPACES LY ET LY

1) Sip =o0,ona|f(x)| < | f|l. presque partout, donc pour tout ¢ < oo,

[ 1817w < 1)
X

En mettant a la puissance %, on a l'inégalité voulue.

2) Sip<occetl <g<p,alorsona

Tdy = . 1dy < Pq B 1-4
= [ 1 1u<</X|f| u) u(x)

En mettant a la puissance %, on a l'inégalité voulue.

s

3) Pour montrer (6.6), on peut supposer que || || > 0. Soite € |0, 1[. Il existe E € M avec u(E) > 0 tel
que

f@ =l =¢),  VeekE
Soit ¢ > 1 assez grand pour que w(E)T >1—cet que ((X)s <1+¢eSip>gq onadonc:
1
[£llp < [flloop(X)7 < (1 lloo(1 +€)

D’autre part,

|\f|\§=/X|f|pdu>[El\fl\fio(l—a)”du=I\fl\’éo(l—é)”u(E)

Donc
1
1£1lp = 1 flac(1 = )(E)> = || flloo(1 — &)
Ainsi,

Dans le cas général, les espaces de Lebesgue ne sont pas emboités, et il n'y a pas de régle générale. On
peut d’ailleurs trouver des situations ot 'emboitement a lieu, mais dans le sens opposé a celui que nous
venons de décrire.

Proposition 6.11. On suppose que jo(X) > 0, ol
1o(X) = inf{u(E) | E € M, u(E) > 0}

Soient p,q € [1,+o00] et p > q. Alors, si f € LY X, M,u),ona f € LP(X, M, ) et

o=

1\~
1l < 171l (m) 67)

Dans ce cas, on a ’'emboitement suivant :

LYX, M, 1) C LUX, M, p) CLP(X, M, 1) CLY(X, M, p), p=q
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Démonstration. Soit f € L9(X, M, u) pour ¢ < co. S'il existe A > 0 et E € M avec u(E) > 0 tel que
|f(z)] > A pour tout z € E, alors :

/X 17 dp > /E Atdy = Au(E) > Alyg(X)

Donc

Q=

A<Ifle ()

Ainsi, f € £5(X, M, 1) et || flloe <11 lly (7557)”
Sil<g<p<oo,alorsona:

|=

pP—gq

P _ r—q q N ! >T
Jourean= [ e du<|f|z;q||f||g<||f||f;(,m<x>

1_
q

1
Donc [/l < I1flls (x7) " - -

Exemple. On pourrait se demander si I'hypothése de la proposition ci-dessus est vérifiée... Si on consi-
dere X = N, M = P(N) et u la mesure de comptage, on note pour p € [1, +o0]

PP(N) = LP(X, M, p) = * LP(X, M, )
Autrement dit,
P(N) = {(an)nen | [lall, < oo}

avec

o0

a = (an)nen, [lallp = <Z |an|p> sip < oo, et |[alloc = sup |an|
neN

n=0

On a dans ce cas la 119(X) = 1, donc on a 'emboitement suivant :
(Y(N) C #9(N) C P(N) C£>*(N), p=gq
En outre, 'application p — ||al|,, est décroissante.

Proposition 6.12. Soient p,q € [1,4o0] avec ¢ < p. Si f € LP(X,M,u) N LYX, M,p), alors
feLr(X, M, ) pour tout r € [q,p], etona:

£ < 1A L1

1 —«
P

. 1
oit o« € [0, 1] est défini par — = .
r q

Corollaire 6.13.

N PO M, ) = £1(X, M, 1) N L (X, M, p)

1<p<oo

4. Dans la tribu, il n'y a pas d’ensemble de mesure nulle non trivial, du coup en quotientant par la relation d’équivalence R,
on obtient un espace isomorphe.
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CHAPITRE 6. ESPACES LY ET LY

Démonstration. Il n’y a rien & montrer si r = ¢ (i.e. « = 1), our = p (i.e. « = 0). Supposons donc que
q < r < p.On écrit
1—
7= e e
et on applique I'inégalité de Holder avec les exposants conjugués ;L et ;7575 Si p < oo, on trouve::

r(l—a)

19 = [ (faran) ([ ran) T =gt .

Exemple (important). Soit X = R, M = B(R?) (la tribu de Borel) ou £(R?) (la tribu de Lebesgue) et
u = A (la mesure de Lebesgue). Si p € [1, +00], on note

LP(RY) = LP(RY, B(RY), \) = LP(R?, L(RY), \)

De plus, sip,q,r € [1,+o0[avec g < r < p, alors

e sif(x) = ﬁ, alors f € LP(R?) et f ¢ £9(R?). En effet, la puissance g-ieme de la fonction ne
sera pas irgtégr!ﬂ'e) a l'infini, d’apres la section 5.2.3, page 76.

o sig(z) = We*”z”, alors g € L9(R%) et g ¢ L£P(R?). En effet, la puissance p-ieme de la fonction ne
sera pas intégrable en 0, d’apres la section 5.2.3, page 76.

Cet exemple montre qu’il n’y a pas d’inclusion entre £ (R?) et L(R?) si p # q.

Exemple (fonctions indicatrices). Soit A € M. On montre facilement que

Ta€ LY X, M,p) <= 14 € LP(X, M, p),Vp € [1,+00]

6.3 THEOREMES DE DENSITE

Théoréme 6.14. Soit (X, d) un espace métrigue localement compact et séparable, et 1, une mesure borélienne
sur X, finie sur les compacts (i.e. une mesure de Radon). Alors, I'espace des fonctions lipschitziennes sur X a
support compact est dense dans LP (X, B(X), ) si 1 < p < oo.

Remarques. 1) Il n’y a pas densité si p = oo. Par exemple, I’adhérence dans L°>°(R?) de I'espace des
fonctions continues a support compact est I'espace des fonctions continues qui s’annulent a l'infini.

2) Rappel : Tout espace métrique localement compact séparable est o-compact : on peut écrire X =
UHGN E,, ou E, estouvert, E,, C E, 1 et E,, compact pour toutn € N.

3) Rappel: Toute mesure de Radon sur un tel espace est extérieurement réguliere, i.e :

w(A) =inf {p(U) | U ouvert,U D A}
Démonstration. Soient p € [1,4+o00[, f € LP(X,B(X),u), et e > 0. On cherche une fonction g lipschit-
zienne a support compact telle que || f — g|, < e.

Etape 1: Il suffit de montrer le résultat pour f = 14 avec A € B(X) et u(A) < occ. En effet, supposons le
résultat vrai dans ce cas, et soit f € LP(X, B(X), 1) positive. Il existe une suite croissante ( fy,)nen
de fonctions étagées positives telle que f,(z) — f(x) pour tout z € X. Comme |f — f,[" <
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f? € LP(X, B(x), ), le théoreme de la convergence dominée 2.25 montre” que || f, — f]|, — 0

On choisit n assez grand pour que || f — fn||, < /2. On peut écrire f,, = >°7", a;14;, ot aj > 0,
Aj € B(X) tels que u(A4;) < oo. Par hypotheése, pour tout j € {1,...,m}, il existe une fonction ¢;

lipschitzienne a support compact telle que

€

I, - el < 5

Notons ¢ = >, a;;. Alors ¢ est lipschitzienne a support compact, et

m m
Ifn =, = ||D>_ as(La; — ;) <ZajH]lAj_(ijp<§
i , L

Ainsi, || f — ¢, <IIf = full, + | fo = ¢ll,, < &. Une fois le résultat établi pour f positive, on I'étend
a f réelle (écrire f = f+ — f_), puis a f complexe (écrire f = R(f) +iS(f)).

Etape 2: Soient f = 14, avec A € B(X) et u(A) < oo, et ¢ > 0. Par régularité extérieure, il existe un

ouvert U de X contenant A tel que 1 (U \ A) < (£). Alors,

1 3
= Toll, = [[Loall, = #(U\ HYP < 3
Par o-compacité, on peut écrire U = | J,, .y Un, avec pour tout n € N, U,, = U N E,, ouvert d’adhé-
rence compacte. Ainsi, 1y (x) = lim,,—. 1y, (x) pour tout € X, et en raisonnant comme avant,
[1y — 1y, |, — 0.Onchoisitn assez grand pour que [|1y — 1y, ||, < /3,etonpose V = U,,. En-

n—oo
fin, pour k£ € N*, on définit ¢ (z) = min (1, kd(z, VC)). Alors ¢y, est lipschitzienne, supp(¢r) C V
est compact, et ¢ (z) " Ly (z) pour tout z € X. En particulier, |[1v — ¢k, . 0, donc on
— 00 — 00

peut choisir k € N* assez grand pour que ||1y — ¢, < &/3.
Conclusion : |14 — <pk||p < |1a — 11U|\p + |1y — ]1v||p + |1y — <pk||p <e. O

Proposition 6.15. Les fonctions en escaliers sont denses dans LP(R?) si 1 < p < oc.

Démonstration. On modifie la derniere étape de la démonstration ci-dessus. Si V' C R? est un ouvert
borné, il existe un pavage P C V tel que 1 (V' \ P) < (¢/3)P, avec ¢ arbitraire. Ainsi, 1 p est en escalier,
etH]lv—]lpHng/?). [l

En particulier, on montre que le complété de 'ensemble des fonctions en escaliers muni de la norme
| - |1 est LY(R?), ce qui, si besoin est encore, justifie la construction de l'intégrale de Lebesgue.

Application : continuité des translations

Si f: R? — K, on note pour tout y € R?:

(yf)@) = flx—y), weR’

7, f estle translaté de f par y € R%.
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Proposition 6.16. La translation est continue dans LP(R%) si 1 < p < oc. Si f € LP(R?), |7, f — f]|, — 0.
y‘)

Ici encore, ce résultat n’est pas valable dans L>°(R?) ! Un exemple simple est la fonction H: R — R, dite
de Heaviside, définie par

1 siz>0
H(x)_{ 0 siz<0

En effet, pour touty # 0,ona |7, H — H||__ =

Démonstration. On commence par montrer la continuité en 0 de y — 7,¢ pour une fonction g continue a
support compact. Soit M = sup |g| et R > 0 assez grand pour que supp(g) C {z € R? | ||z|| < R}. Ainsi,
siy € R? vérifie ||y[| < 1, alors |7yg — g| < 2M1 (4 )u<rt1) € LP(R?). Par le théoréme de convergence
dominée 2.25,

/d ITyg —gl" dX = /d lg(z —y) —g(z)|" dz — 0
R R

y—0
donc ||I7yg — |, s 0.
Soit f € LP(RY), et e > 0. Par le théoréme de densité qui précede, il existe une fonction g continue a
support compact telle que ||f — g||,, < /3. Par I'argument ci-dessus, il existe § > 0 tel que si [jy[| < 4,
alorsona |[ry9 — g, < /3. Ainsi,

Hf_Tnyp Hf_ng+||g_Ty9Hp+||Tyg_Tyf||p

= 2[f=gl, +llg—mygl, <e

N

car ||7yg — 7 fll, = llg = fl|, du fait de I'invariance de A par translation.
Finalement, siyo € R%, ona:

ITyo+yf — Tyof”p =lImf - pr ﬁ) 0 O

6.4 LEPRODUIT DE CONVOLUTION

6.4.1 Définition et propriétés

Soient f, g: R? — K deux fonctions mesurables. Le produit de convolution de f et g est défini formelle-

ment par :
@) = [ ra=

Ce produit est défini pour tout x € R? si f et g sont positives, et sinon au moins pour les x € R? tels que
Jza lf (@ —y)]|g(y)| dy < co. Dans tous les cas, on a:

(Feo)e) = [ fa =y = [ fGlale =2z = g+ )

ce qui signifie que le produit de convolution, quand il est défini, est commutatif.
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. 1 1 1 .
Théoréme 6.17. Soient p,q,r € [1,+00] tels que — + -~ = 1+ —. Si f € LP(RY) et g € LI(RY), alors le
p q r
produit de convolution

h(z) = L flx —y)g(y)dy

est défini pour presque tout z € R%, h € L7(R%), et |||, < I £1l,, lgll, (inégalité de Young). En outre,
o sir = 0o, h est uniformément continue.
o sir=oc0etl<p,q< oo alorsh(z) — 0.

|z|—o00

Démonstration. Etape1: On commence par considérer le cas oll r = oo, i.e. p et ¢ sont des exposants
conjugués. On peut supposer que 1 < p < oco. Par l'inégalité de Holder, h(x) est défini pour tout
x e RY, et [h(x)] <[If[l, llg]l,- En outre, pour tout z € R?, on a:

h(z) — bz — 2) = / (fz—y) — fl@—y— 2)) g(y)dy

R4
h(x) = h(e = )| < |If =7 fl, lgll,, Yz eR?

sup [h(z) = h(z = 2)| < If =7 [, llgll, == 0
zeRd =

Ainsi, h est uniformément continue. En particulier, h € L= (R?) et ||h]| < 1£1l, llgll,-Si1 <p,q <
00, alors il existe des suites (fy)nen, (9n)nen de fonctions continues a support compact telles que :

If=fally =0, llg=gnlly, — 0.

n—oo n—oo

Pour tout n € N, notons h,, = f, * gn. hy est une fonction continue a support compact. On a alors

Donc
1= balloe < I = Fully N9l + [1fnll, lg = gnlly — O
——

borné

Ainsi, h(z) — 0.

|| — o0
Etape 2 : Traitons maintenant le cas olt r = ¢ < oo et p = 1. On suppose d’abord que f,g > 0. Alors,
h: R? — [0, 4+00] est bien définie. Il faut vérifier que h est mesurable. Soient alors (f,,)nen et (gn)nen
deux suites croissantes de fonctions étagées positives telles que f, — fetg, — g point par
n—oo n—oo

point. Notons h,, = f, * g,. Alors, par le théoreme 2.16 de la convergence monotone (page 16),

hy(z) = /R , fn(z —y)gn(y)dy — y f(z —y)g(y)dy = h(x)

n—oo

Or fn,gn € LYRY) N L>®(R?)°. Ainsi, comme h,, = f, * g, est continue pour tout n € N, h est
mesurable. Il reste 8 montrer que h(z) < oo pour presque tout z € R? et que h € L4(R%).Sigq > 1,
ona:

ha) = [ =y @ =y )y

6. On remarque que £>°(R%) contient toutes les fonctions étagées.
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En appliquant I'inégalité de Holder avec les exposants conjugués 1 T et ¢, on trouve
q—

)< ([ sar) ([, 7= natray)”

En mettant a la puissance ¢, on obtient

ey <A ([ st = ot

Et on remarque que cette relation est également vraie si ¢ = 1. En intégrant selon x et en utilisant
le théoréme 4.6 de Fubini-Tonelli (page 59), on trouve

—1
IRllg < 15 11 Ngllg

Drou [[all, < [I£1; lgll,-

Finalement, si f et g sont réelles ou complexes, on vérifie que h est définie presque partout et
mesurable en décomposant f = f. — f_ (si f estréelle) ou f = R(f) +iS(f) (si f complexe), et on
fait de méme pour g. De plus, comme

@< [ |1 =)l la)ldy

on conclut que |||, < [y lgll,-
Etape 3 : Reste a traiter le cas ott max(p, ¢) < r < oo. Il suffit de montrer 1'inégalité pour f,g > 0.Ona:

)= [ (#@ =) (Fa=0)") (o007 ay

A B C

On applique I'inégalité de Holder généralisée avec les exposants conjugués r, o = P 8= 1

7"—p7 r—q

1 1 1
(ie. -+ —+ 5= 1) appliqués respectivement a A, B et C.
r (67

hz) < ( o fla - y)”g(y)“dy> " </Rd f”dA) . </Rd qu)\> v

el < ([ 7= wratran) 171 ol
En intégrant selon z et en utilisant le théoréme 4.6 de Fubini-Tonelli (page 59), on trouve :

1l < A1 Hgllg 1AL Ngllg™ = 1115 lgllg O

6.4.2 Régularisation par convolution

Soit x: R — R, telle que / xd\ = 1. Pour tout € > 0, on définit
Rd

Xe(T) = Eidx (g)



6.4. LE PRODUIT DE CONVOLUTION

En posant ¢: RY — R% 2 — ez le C! difféomorphisme, on a J,(z) = £? et on en déduit donc par un
simple changement de variable que

1
/xgd/\:/ —dxsdd)\:/ xdA =1, Ve >0
Rd Rda Rd

Proposition 6.18. Soit f € LP(R?) avecp € [1,+o0]. Ona:
15X = £ll, — 0
Démonstration. On sait déja que f * x. € LP(R?) et que || f * xc||,, < ||f]|,,- Pour presque tout z € R?, on
a:

(f * xe) (x)

[ (=) = ) xelay
= = [ G-y ra)x(Y)ay

Ed Rd €

[ (@ =e2) = @) x(2)as

En procédant comme dans la démonstration du théoreme précédent, on a

1
-1 -3

1 e e

Foe-A@ < ([ - - farea) | [ e
R4 R4
En intégrant selon x sur R? et en appliquant le théoréme de Fubini-Tonelli, on en déduit que
Lrexe=srave [ ([ 17@-e) - s ar) e
Rd R? \JR?

15 xe — FI < / X(2) l7es f = FI2ds

Rd

c’est-a-dire

Or, ||I7e. f — f||}, converge ponctuellement vers 0 et est dominé par une fonction intégrable pour tout .
Ainsi, par le théoreme de convergence dominée, le membre de droite tend vers 0 quand ¢ tend vers 0.0]

Lemme 6.19. Il existe x: R? — R une application de classe C™ telle que

/ xdA =1
Rd

et x(x) =0si|z| > 1.

Démonstration. Soit ¢: R? — R, I'application définie par

1
ex —_—— Si x| < 1
cp(x) _ p < 1_ ||.’L'||2> H H

0 sinon
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On sait qu’une telle fonction est intégrable et C*°, et on pose

)
x(@) = Jra 0(y)dy O

Exercice. Si x est comme ci-dessus, et f est localement intégrable sur R? (i.e. sur tous compacts), mon-
trer que la fonction g = x * f est C*

On en déduit alors un résultat encore plus fort que le théoréeme de densité :

Corollaire 6.20. L’espace des fonctions C*° a support compact est dense dans LP(R?) si 1 < p < oo.

Démonstration. Soit f € LP(R?) et § > 0. Il existe une fonction g continue a support compact telle que
lg — fll, < 2. Soit x comme ci-sessus, et choisissons € > 0 assez petit pour que ||g — g * xll, < $. Alors
h = g * xc est C> a support compact et [|f — hl, < [|f —gl|, +[lg — hll, < 4. O

93






CHAPITRE 7/

TRANSFORMATION DE FOURIER

Dans ce chapitre, pour simplifier, nous introduirons la notion de transformée de Fourier sur R plut6t que
sur R%. Ce court chapitre est une application intéressante du cours d’intégration qui précéde, dans le sens
ol de nombreux résultats sont utilisés (théoreme de convergence dominée, théoremes de continuité et
dérivabilité pour les intégrales a parametres, produit de convolution, densité des fonctions en escalier
dans L'..).

7.1 DEFINITION ET PROPRIETES GENERALES

Définition 7.1. Soit f € £!(R¢). On appelle transformée de Fourier de f la fonction f: R — C définie

par
f(k) = \/%/Rf(x)e_“”dx, keR

La correspondance F: f — f s’appelle la transformation de Fourier.

Cette intégrale & un sens puisque | f(z)e~***| = | f(z)|. Etudions maintenant les propriétés générales de

f.

Proposition 7.2. Si f € L' (R), alors f est continue,

0(L de Ri -
m”le f(k )‘k:;o (Lemme de Riemann

Lebesgue)

Démonstration. La fonction z — f(x)e *** est mesurable et, puisque | f(z)e~"**| = |f(x)|, est majorée
par une fonction intégrable. De plus, la fonction k — f(z)e™ ™% est contmue pour tout k E R. Ainsi, la
continuité de f suit du théoréme 2.32 de continuité des intégrales dépendant d'un parameétre (page 30).
En outre,

vk € R, /|f = Il

Pour montrer que f(k) |k|—> 0, on commence par le cas ot f = 1; avec I = [a, b] un intervalle de R. On
a alors, pour k € R\ {0} :

. 1 e*ika _ efikb
e lkzd(b _

== VT

~s»
—~
Ny

donc

; 2
k ‘ < — 0
f(k) V27 || [kl
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Par linéarité, le résultat est vrai pour toute fonction f en escalier. Soient maintenant f € L'(R) et
e > 0. Par compacité des fonctions en escalier dans £!(R), il existe une fonction g en escalier telle
que ||f — g||; < e. De plus, il existe kg > 0 tel que Y |k| > ko, |§(k)| < €. Ainsi, si |k| > ko,

i) <

k) = 30| +10)] < = I1f = gl + = < 2

Comme ¢ était arbitraire, on en déduit que f(k) |k|—> 0. O
— 00

On va maintenant étudier les conséquences sur f d’hypotheses plus fortes sur f. Par abus de notation,
on notera dans la suite pour toute fonction f: x — f(z):

Proposition 7.3. Soit f € L1(R).
a) Sizf € LY(R), alors f € CY(R) et

£ _ L . —ikx — _/\
Fib) = == [ )iz ar = Ziaf(h)
b) Si feC'(R)et f' € LY(R), alors kf € L(R) et

b 0) = o= [ (i ) e = =P )

Démonstration. a) La fonction z — f(x)e”** est mesurable, la fonction g, (k): k — f(z)e ** est déri-
vable a z fixé et g/, (k) = (—iz)f(x)e”**. De plus, pour tout k € R, |(—iz)f(x)e™ | = |af(x)| est
une fonction intégrable. Ainsi, la fonction f est dérivable par le théoreme 2.33 de dérivabilité des
intégrales dépendant d'un parametre (page 30), et on a la formule voulue. La continuité de la dérivée
se traite comme dans la démonstration précédente.

b) Les hypotheses impliquent que f(z) ‘ |—> 0 (la dérivée étant intégrable admet des limites finies
T|[—0o0
en Foo, et comme f est aussi intégrable, ces limites sont nulles). Par une intégration par partie, on

obtient donc

7 o L /Ie—ikmx
P = = [ Feta

1 . r=+o00 1 o ik
— E [f(:v)e_””}x:too + ﬁ/Rf(:C)zke k2 4
= ikf(k)

En multipliant par —i, on a le résultat voulu.

On va rencontrer plusieurs propositions du méme genre : plus la fonction f est décroissante, plus sa
transformée de Fourier est réguliére. Réciproquement, plus f est réguliére, plus sa transformée de Fou-
rier est décroissante.

96
*



CHAPITRE 7. TRANSFORMATION DE FOURIER

Exemples. — On peut calculer la transformée de Fourier de f = 1|_, ,) ota > 0. D’apres le calcul effectué
dans la démonstration précédente, on a

sin(ka .
fk) = VAR sik£0
V2a sik=0

Ici, f décroit tres rapidement a l'infini (puisqu’a support compact), mais est peu réguliere (deux points
de discontinuité). Du coup, f est trés réguliere C°°(R) mais décroit relativement mal (comme k — 7).
— On peut calculer la transformée de Fourier de g(x) = e~%/*! ot @ > 0. On a donc

1 )
f](/{) — ﬁ Re—a\ﬂe—zkmdx

— m(—a—zk)d / z(a—ik)
e x+ e dx
V2T /0 V2T J oo

B 1 1 n 1
B Vor \a+ik a—ik

e
B ma? + k2

Ici, g décroit tres rapidement a I'infini et est un peu plus réguliére que f (elle est continue mais non
dérivable a l'origine). Du coup, g est trés réguliere C>°(R) et décroit relativement lentement (comme
k — %), mais en tout cas, plus rapidement que f.

— Finalement, on peut calculer la transformée de Fourier de la Gaussienne h(z) = e/ ot1 g > 0. En
utilisant le a) de la proposition 7.3, on a h qui est C! et par une intégration par parties, on trouve

1 .
W) = o /R (—iz)e=92"/2e ko dy

1 ( —azx? —ikx v 1 { —az? . —ikx
= E |:58 /28 k :| — E Rae /2(—7,/45)6 k dZC
1 4
= —~kh(k
~kh(k)
Ainsi, h(k) = h(0)e~ % Or, h(0) = L donc
~ 1 2
h(k) = %6_126_@

Ici, h est une fonction a décroissance tres rapide a I'infini, et C*°. Du coup, h est C*° et décroit tres
rapidement a l'infini.

Citons maintenant quelques propriétés immédiates de la transformation de Fourier.

Proposition 7.4. Soit f € L'(R).
1) Si f est paire (resp. impaire), alors f est paire (resp. impaire).

2) Si f est réelle, alors f(—k) = f(k). Du coup, si f est réelle et paire (resp. réelle et impaire), alors f est réelle
et paire (resp. imaginaire pure et impaire).

3) Sig(x) = f(zx—y)ony € R,alors g(k) =

4) Sig(z) = f(az)oita > 0,alors §(k) = 1

(k)e~ty,

/
f (&)
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Démonstration. 1) Si f est paire, on a

~ 1 —ikx 1 —ik(—z 1 —i(—k)z F

f) = <= [ s(cae e = o= [ fa)e s = —= [ flapem P = f-b)
De méme on montre le résultat pour f impaire.

2) Evident par définition. Le reste se déduit du 1).

3) On écrit g(k) = \/% Jg 9(x)e"**dz et on fait le changement de variable z = x — y. On peut alors
sortir e %% de l'intégrale et conclure.

4) On écrit g(k) = \/% Jg 9(x)e**dz et on fait le changement de variable z = az. La conclusion en
découle immédiatement. O

Viens alors une proposition énongant que la transformée de Fourier vérifie I'identité remarquable que
I'on appelle la formule de convolution.
Proposition 7.5. Si f,g € L' (R), et si h: R — C est la fonction définie presque partout par

1

) = —=(f +)) = == [ @ =ity

alors h € LY(R) et h(k) = f(k)g(k).

5 . 1 Py 1 5
Démonstration. Comme h = Wer: f *g,onavu que h est définie presque partout et est dans £". Reste a

calculer h :

k) = —— [ (—= [ £ - poly)dy) eda
Vo Je \Vaz )

Si on appelle F(z,y) = f(z — y)g(y)e <, alors (z,y) — |F(z,y)| est positive et mesurable, et son
intégrale est finie, donc F est intégrable et par le théoreme de Fubini-Lebesgue, on en déduit que

00 =g [ ([ fla= i) 0ay) gtgpeas = faw .

Voyons maintenant un résultat fondamental qui fait toute l'utilité de la transformée de Fourier : la for-
mule d’inversion.

Proposition 7.6 (formule d’inversion). Soit f € L!(R) telle que f € L' (R), alors on a

7# R eikx
@) = = / flk)e=dk

pour presque tout x € R. On notera f = fﬁl(f)-

Remarque. Si f est une application continue, alors on a 1'égalité pour tout z € R!

On en déduit un petit corollaire qui n’est pas si évident a démontrer autrement et qui établit qu’on ne
peut pas trouver de fonction orthogonale a toutes les fonctions x — e~ pour k € R pour le produit
scalaire dans £
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Corollaire 7.7. Si f € L' (R) vérifie / f(@)e *dx = 0 pour tout k € R, alors f = 0 presque partout.
R

Démonstration (Démonstration de la proposition 7.6). Notons pour tout = € R,

F(;p):\/%/Rf(k)eikmdk, Fs(x):\/%/Rf(k)e’s‘k‘eikmdk, £>0

On sait que F et F, sont continues, bornées et nulles a l'infini par la proposition 7.2. Par le théoreme
< ‘f(k)‘ pour tout £ € R et ¢ > 0), on déduit que

de convergence dominée (comme ‘ f(k)e—elklgike
F.(x) — F(x) pour tout 2 € R. Si 'on pose maintenant G(k,y) = f(y)e~* e Ikl @ alors G est
T—

intégrable car |G(k, y)| = | f(y)e <I¥!| qui est intégrable, et par le théoréme de Fubini-Lebesgue, on a :

T _ 1 1 e—iky e—a|k|eikm
_ 1 eIkl yik(z—y) )
= (/ k) )y

— 2e
2+ (z—y)2

5 1
= (xe* f)(@)

ot x:(z) = 1x (%) et x(2) = %135 Comme f € L!(R), on sait que x. * f — dans £(R). Ainsi,

F. € L'(R) et F. " f dans £1(R). En particulier, il existe une suite (¢,,)nen qui tend vers 0 telle que
E—

F. (z) — f(z) pour presque tout z € R. Ainsi, f(z) = F(zx) pour presque tout z € R. O

7.2 ETABLISSEMENT D’UN CADRE FONCTIONNEL

Jusqu'a présent, on a vu que les propriétés de régularité et de décroissance a I'infinie de la transformée
de Fourier dépendait inversement de la régularité et de décroissance de la fonction initiale. Bref, on ne
sait pas bien sur quoi les espaces sont envoyés par F. On cherche donc un espace dans lequel la transfor-
mation de Fourier est stable et bijective. On va mentionner deux exemples de tels espaces fonctionnels :
l'espace de Schwartz et 'espace L*(R).

7.2.1 L’espace de Schwartz

On cherche un sous-espace de £ (R) dont 'image par la transformée de Fourier reste dans I'espace des
fonctions intégrables pour pouvoir appliquer la transformée de Fourier inverse et qui soit stable par
dérivation.

Définition 7.8. On dit qu'une fonction f: R — C de classe C* est a décroissance rapide si pour tous
k.leN,ona:

sup xkf(l)(ac)‘ < oo

z€R
On note S(R) 'ensemble des fonctions C*> a décroissance rapide sur R, et on I'appelle I'espace de
Schwartz.
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On remarque que S(R) C LP(R) pour tout p € [1, +o0[ et que S(R) est dense dans tous les espaces LP(R)
puis qu’il contient toutes les fonctions C*> a support compact. On a de plus que la fonction de Gauss
appartient a cet espace.

Proposition 7.9. Si f € S(R), alors f € S(R) et la transformation de Fourier F: S(R) — S(R) est bijective,
d'inverse F~1.

Démonstration. 1) Si f € S(R), on montre que f € S(R) en itérant les arguments de la proposition 7.3.

2) En outre, on a la formule d’inversion, qui est définie aussi sur tout S(R) avec les mémes propriétés
(les démonstrations sont les mémes), donc F est bijective.

7.2.2 La transformée de Fourier dans L?(R)

Un autre espace fonctionnel répondant au cahier des charges est ’espace L?(R), et F est méme une
isométrie dans cet espace. Pour le moment, nous n’avons défini la transformée de fourier que pour une
fonction f € L'(R).

Proposition 7.10. Soit f € L1(R) N L2(R). Alors, f € L2(R) N L>®(R) et on a

@ = [ |7 a

Autrement dit, || f||, = HfH .
2

Démonstration. On applique la proposition 7.4 avec g(z) = f(—x), de sorte que g € L} (R) N L?*(R) et que

§(k) = f(k) pour tout k € R. La fonction

W) = <=/ +0)@) = —= [ fe =0Tty = —= [ fesnTaw )

. . 2
vérifie, par la proposition 7.5, h € L}(R) et h(k) = f(k)g(k) = | f (k)‘ . Par ailleurs, on sait par 'inégalité

de Young (théoréme 6.17 page 90) que h est continue et que h(z) — 0. Définissons alors

|z|—o0

1 . _
H. (z) = E/Rh(k)efs‘k‘emdx, e>0

Par un calcul analogue a celui effectué dans la démonstration de la proposition 7.6, on en déduit que

1 1
H.(z) = —/Rh(x - sz)mdz

s

En particulier, en posant! 2 = 0, on a:

H.(0) = \/%/Rﬁ(k)e“f'“dk: l/Rh(—az)lj—szz (7.2)

™

1
1422

Pour tout n € N, posons hy,: z +— h(—1z)

h(0) ‘

Alors, hy(z) — h(0)175z et est majorée en module par

ﬁ (car Vz, |h(2)| < h(0) au vu de 7.1?) qui est intégrable, on peut appliquer le théoréme 2.25 de

1. Ceci est tout a fait licite puisque la fonction est continue.
2. C’est une propriété générale des fonctions "de type positif”, i.e. dont la transformée de Fourier est positive.
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la convergence dominée, et

1 1 1 2
;/Rh(—az)H—ZQdZE?Oh(O) = ﬁ/ﬂgf(y” dy

alors le membre de gauche de 1’équation 7.2 a aussi une limite quand ¢ — 0. Ainsi, par le théoréme de
convergence monotone, on déduit que

1 2 1
lim —— ’ k‘ —E‘kldk:—/
El—’né\/E/R f( ) € \/% R

On veut maintenant définir la transformée de Fourier L2(R). Soit f € L?(R). Pour tout n € N, on note

fn = fli_pp). Alors, f, € L'(R) N L*(R) pour toutn € N, et || f, — f]|, — 0.Eneffet,

o f e L*R)etl_,, € L*(R), n € N, alors par l'inégalité de Holder (proposition 6.4, page 80),
fn € LY(R).

o ||fn—1F Hg = f‘z@n |f ()| dz pour tout n € N, quantité qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini
d’apres le théoréeme de convergence dominée.

fan — fm||2 = ‘

Par le théoreme de Riesz-Fisher (6.8, page 82), cette suite a une limite, que 1’on notera f . On définit la
transformation de Fourier sur L?(R) par f = F f. On vérifie alors que :

fo| k= —= [ 17wy < o .

Comme

fo— J/“,\nHQ par la proposition 7.10, la suite (Fa)nen est de Cauchy dans L*(R).

1) F estisométrique : H f H2 = || f|l5 (ce qui découle immédiatement de la proposition 7.10).

2) Si f € L'(R) N L%*(R), alors la définition ci-dessus coincide avec la définition donnée par la formule
intégrale.

Définition 7.11. Soit f € L?*(R). On appelle transformée de Fourier de f la limite dans L?*(R) de la
suite (f,,)nen définie par :

Falk) = \/% /j f(z)e **dz, neN

On note cette limite f = F .

Dans cet espace et avec cette définition de la transformée de Fourier, on a trouvé ce que I'on cherchait, a
savoir un espace fonctionnel dans lequel la transformation de Fourier est stable et bijective.

Théoréme 7.12. La transformation de Fourier F: L*(R) — L*(R) est un isomorphisme d’espaces de
f—f

Hilbert :

o F est linéaire et bijective.

e Pour tout f,g € L2(R), ona (f|g) = (f]§)

Si f € L2(R), alors f est la limite dans L*(R) de la suite (f,)nen définie par :

L f(k)e™dk

fn(x) = \/—2_77 .
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7.3. FORMULES DE LA TRANSFORMATION DE FOURIER SUR RP

Démonstration. 1l est clair que F est linéaire, et, par construction, isométrique. En particulier, F est donc
injective. Ainsi, c’est une bijection de L?(R) sur un sous-espace V de L?(R). Comme F est une isométrie,
alors V est fermé. On sait par ailleurs que F est bijective sur S(R) qui est dense dans L?*(R). Comme
V O S(R), V est dense dans L*(R) donc V = L?(R).

Finalement, la conservation des normes implique la conservation du produit scalaire?. O

7.3 FORMULES DE LA TRANSFORMATION DE FOURIER SUR R?

Tout ce qui précede (excepté les formules avec des dérivations a adapter en mettant des dérivées par-
tielles) reste valable si R est remplacé par R?, d > 1. En notant - y le produit scalaire entre z,y € R¢, on
a, pour tout f :

F) = o /d flx)e*odz, k€ R

f(@) = gmar | fR)e*Tdk,  weR?
R4

7.4 APPLICATIONS
Dans cette derniére partie, nous présenterons deux applications de la transformation de Fourier : 'une

pour résoudre facilement une équation différentielle, et ’autre qui justifie I'introduction de la transfor-
mée de Fourier : la résolution de I’équation de la chaleur a une dimension.

7.4.1 A larescousse des équations différentielles

Exercice. Soit f € C°(R) N L!(R). Trouver toutes les solutions de 'équation différentielle :
—h"(z) + h(z) = f(x), z€eR

telle que h € C%(R) N L' (R).

Démonstration (Solution). On applique la transformation de Fourier a 'équation* différentielle. En no-
tant f = Ff et h = Fh, on trouve :

K2h(k) + h(k) = f(k),  ie.  (1+Kk>)h(k) = f(k)

Ainsi,
R 1 .
h(k) = k keR
Notons alors
1 1 ik ™ _
_ kT — n ||
o) = o= [ etk = [3e
Onadonch = \/%g*f, d’ott
1
h(z) = —/6"Z’y'f(y)dy
2 Jr

3. Rappel : (u[v) = 1 (lu+v]|2 — |lu — v||2 + ilju + iv||? — i|lu — iv||?) (identité de polarisation)
4. La transformation de Fourier peut-étre vue comme un changement de base qui diagonalise les opérateurs différentiels !
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En résolvant I'équation différentielle de maniere "classique", on trouve que les solutions générales ont
deux termes supplémentaires de la forme Ce® et De™® ot1 C, D € R, mais comme ces termes explosent
al'infini si C' et D ne sont pas nuls, on les aurait écartés par la suite. Ainsi, la transformation de Fourier
a permis immédiatement d’écarter ces termes (qui ne sont pas dans £!(R)). O

7.4.2 L'équation de la chaleur a une dimension

L’analyse en fréquence apparait en 1802 dans le traité de J. Fourier "Théorie analytique de la chaleur".
Mathématiquement, on dispose d"une fonction f: R — R continue et bornée. On cherche une fonction
u: R x [0, +00[ — R, continue telle que u est de classe C? sur R x |0, +oc] et telle que

9u (g, 1) = L (x,t), x€R, >0
u(z,0) = f(=), z€R

Autrement dit, on dispose d’un barreau idéal de longueur infinie, chauffé initialement selon la distribu-
tion de chaleur f. On sait que la chaleur se diffuse, et on cherche de quelle fagon la fonction de diffusion
u se comporte.

On applique la transformation de Fourier sur la variable z avec

u(z,t) = \/%/Ra(k,t)e“”dk

1@) = = | Faetar

On suppose ici formellement que toutes les hypothéses des théoréemes que nous sommes amenés a
utiliser sont vérifiées :

ou / ou
x,t (k,t) eFedk
815 " Vor at y
O / (—Kk*u(k,t)) e*=dk
oz prel " Vo ’
On trouve donc I'équation suivante :
o0 9.
o —(k,t) = —k*u(k, 1)

Ainsi, a(k, t) = a(k,0)e"¥*t = f(k)e~***. Notons alors
1 , 1 «
Gi(z) = — / e Rtk = _— o~
2 R
Ainsi, u(x,t) = (Gt * f)(z), c'est-a-dire
_le—yl? y\2

u(z,t) \/H / f(y)dy

Si f est continue est bornée, alors u est C? et bornée pour tout ¢ > 0. De plus, u vérifie I'équation de la
chaleur, et a x fixé, on a u(x, t) Py f(z).
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CHAPITRE A

MESURE DE HAUSDORFF

Dans cette annexe, nous étudions brievement les mesures de Hausdorff, qui généralisent la mesure de
Lebesgue. Méme si elles n’ont pas la méme importance pratique que la mesure de Lebesgue, il est utile,
dans de nombreux domaines des mathématiques, d’étre un tant soit peu familier avec celles-ci.

La théorie des mesures de Hausdorff, née une quinzaine d’années apres celle de la mesure de Lebesgue,
répondait a plusieurs motivations principales, notamment :

1)

la mesure d’objets de dimension inférieures. En effet, si on se place en dimension 3, on a vu que
la mesure de Lebesgue A3 permet d’attribuer a toutes les parties mesurables de R? un "volume".
Cependant, si 'on a besoin de définir "l’aire” d’une surface, ou la "longueur” d'une courbe tracée
dans R?, la mesure de Lebesgue de tels objets est bien stir nulle... D’ott I'introduction d’une mesure
en dimension 3 permettant de "classer" les ensembles négligeables du point de vue de la mesure de
Lebesgue. Du coup, appliquée a un ensemble de "volume" non nul, on s’attend a ce que cette nouvelle
mesure soit infinie.

la notion de dimension. Intuitivement, on a I'habitude de penser qu'une coube "réguliere" est de
dimension 1, car on peut localement la déformer continiment en un morceau de droite. En générali-
sant, on pensera donc qu’'un ensemble est de dimension & si on peut I'exprimer localement au moyen
de k fonctions indépendantes. En particulier 'image par une application réguliére d'un ensemble
de dimension k devrait étre de dimension au plus k. Ceci est effectivement vrai quand on travaille
avec des fonctions réguliéres. Cependant, il existe des courbes dites "de Peano" qui sont des courbes
continues surjectives de [0, 1] dans [0, 1]°. Immédiatement, on voit que 'image d’une telle courbe est
de dimension 2... Cet exemple montre bien qu’il est impossible de définir une notion de dimension
qui soit basée sur les dimensions d’espaces de départ et d’arrivée.

A.1 COMPLEMENTS SUR LES MESURES EXTERIEURES

Soit (X, d) un espace métrique séparable. Ainsi, pour tout § > 0 et partie E de X, on peut recouvrir E
par une suite de boules de diametres < J, et plus généralement, de parties de diametres < 4.

Définition A.1 (mesure métrique extérieure). Une mesure extérieure u* est appelée mesure métrique
extérieure si pour tous ensembles E, F' C X tels que d(E, F) > 0,ona py*(EUF) = p*(E) + p*(F).

On rappelle que la distance entre deux parties E et F' est donnée par la formule :

d(E,F) = ;ggf(x,y)
yeF
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Définition A.2 (§-recouvrement). Soit & > 0. Une famille {X;}
recouvrement si

;en de parties de X est appelée un 6-

xXclJX,  diam(X;))<d VieN
1€eN

On rappelle que le diameétre d'une partie £ de X est donné par la formule :
diam(E) = sup d(z,y)
z€E
yek

On va vouloir montrer que la mesure de Hausdorff est une mesure métrique extérieure. Pour cela, on
aura besoin du lemme suivant :

Lemme A.3 (de Carathéodory). Soient ;1* une mesure métrique extérieure, et { A;}, y une famille croissante
de parties de X. On pose A = | J,c Ai. Si d(As, A\ Aiy1) > 0 pour tout i € N, alors on a

i (A) = lim g (A)

17— 00

Démonstration. Posons By = Ag et, pour tout j > 1, B; = A; \ A;_;. Comme la famille {A;};en était
croissante, { B, } jen est une famille de parties de X deux a deux disjointes et telle que

UBi=J4a=4
JeN i€EN
Supposons qu'il existe jy et j; deux entiers de méme parité tels que jo < ji et d(Bj,, Bj,) = 0. Alors,
Ve > 0,3(z,y) € Bj, X By, :d(z,y) <e

Prenons e = d(A;,, A\ Aj,+1) > 0 par hypothese. Il existe donc (zo, y0) € Bj, x Bj, tel que d(zo,v0) < €.
Or, xg € Bjo C Ajo etyp € le =A \ Ajlfl.

Comme jo < ji1 — 1 (car de méme parité et jo < ji1) et que la famille {A;};cn est croissante, alors
yo € A\ Aj 41, et donc d(zo,y0) = d(Ajy, A\ Ajy+1) = €. On obtient une absurdité.

Ainsi, par hypothese,

Iy <U sz) =D W (Ba)s u (U sz+1> = > u(Bait1)
k k k k
On veut montrer que lim; ., u*(4;) = p*(A). Pour touti € N, on a
A;cAc AU | By
k>itl

Donc, comme p* est une mesure extérieure

WA < pA) <pt(A)+ D (B (A1)
k>it1

Il suffit maintenant de montrer que lim; o Y, ki W (By) = 0. Pour cela, il suffit de montrer que la série
de terme général ;" (By,) converge. En effet, pour tout N € N,

{ Sohio i (Bar) = 1 (Upo Bak) < p*(4) < o0
Ziv:o w*(Bary1) = H*(U]kvzo Bog41) < p*(A) < o0
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d’ott 30550 17 (Br) < 207 (A).
Finalement, en passant a la limite dans (A.1), on a

pr(A) = lim p*(A4;) O

11— 00

Ce lemme va nous permettre de montrer qu'une mesure métrique extérieure définit une mesure boré-
lienne.

Proposition A.4. Tout borélien est p*-régulier, i.e. B(X) C M(u*).

Démonstration. Soit £ un ensemble fermé de X. Montrons que E est p*-régulier. Pour cela, soit A une
partie de X. On veut montrer que p(A) > (AN E) 4+ u(AN Eb), ou Et = X \ Eestle complémentaire
de E, l'autre inégalité provenant immédiatement de la sous-additivité de p*. On peut supposer que
p(A) < oo, sans quoi il n’y a rien a montrer.

Pour tout j > 1, posons

E; = {:CEX | d(z,E) > l}
J
Comme d(ANE,ANE;)>0,0ona
1w (ANE;) U(ANE)) = p* (AN Ej) + 1" (AN B)

d’ot1
i (A) > 5 (AN Ey) + p* (AN B)
par croissance de la mesure extérieure.
En passant a la limite, comme U; eN E; = EC (E est fermé), et comme {A N E, };en Vérifie les hypotheéses
du lemme précédent, on obtient I'inégalité voulue.

Finalement, tout fermé est p*-régulier, et comme les fermés engendrent la tribu borélienne, on a la
conclusion voulue. O

A.2 DEFINITION DE LA MESURE DE HAUSDORFF

Maintenant que l'on a énoncé des définitions et résultats généraux pour les mesures extérieures mé-
triques, on va définir une mesure extérieure qui, en passant a la limite sur les recouvrements de l'en-
semble, donnera la définition de la mesure de Hausdorff. Pour toute partie E de X, pour tout s € [0, +o0[
et pour tout 0 > 0, on note

H3(E) = inf {Z diam(Ei)s}
ieN
ol I'infimum est pris sur tous les §-recouvrements dénombrables de E.

On a clairement
Hi(2) =0 (A.2)

De plus, si A et B sont deux parties de X telles que A C B, alors un é-recouvrement de B est un
o-recouvrement A, et comme l'infimum est sur tous les recouvrements, on a

H5(A) < H3(B) (A.3)
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A.2. DEFINITION DE LA MESURE DE HAUSDORFF

Soit { A, }nen une famille de parties de X, et on note A =, en An- Soit e > 0. Pour tout n € N, il existe
un d-recouvrement de A4,, que I’on note { 4% };en tel que

|H§<An> =Y diam(4})*| < o

ieN

On a alors {A;}neN qui est un J-recouvrement dénombrable de A, donc
iEN

A) <3N diam(AL)* <Y (Hi(An) + 57 ) <26+ Y Hi(A

neNieN neN neN

Comme ¢ était arbitraire, on a

A) <D H3(A) (A4)

neN
Finalement, H3 est une mesure extérieure.

Définition A.5. Pour toute partie E de X, pour tout s € [0, +occ[, on note
H(E) = éimo H5(E)

H? est une mesure métrique extérieure, donc elle définit une mesure borélienne. On 1’appelle mesure
de Hausdorff (de dimension s).

Démonstration. L'application ¢ > 0 — H3(A), pour tout A partie de X, est décroissante (puisque 1'infi-
mum est pris sur des recouvrements de diametre de plus en plus petits) et admet donc une limite en 0.
De ce fait, on peut faire tendre § vers 0 dans (A.2), (A.3) et (A.4), et on obtient

H (@) =0, H(A) <H(B), H* <U An> <) H(AN)

neN neN

pour toutes A, B parties de X et { A, },en famille de parties de X.
Reste a montrer que cette mesure extérieure est métrique. Soient A et B deux parties de X telles que
d(A, B) > 0. On sait déja, H*® étant une mesure, que

HY (AU B) < H*(A) + H*(B)

Pour l'inégalité dans 'autre sens, fixons ¢ € }O, @ { et e > 0. Soit {C;};en un d-recouvrement de
AU B tel que

/

|H5 (AUB) — Zdwm

1€N

On pose
I={ieN|CinA#2} et J={ieN|CiNB+#a}

Comme § < ‘%B) I et J sont disjoints, et de plus {C; }ier (resp. {C}ics) est un é-recouvrement de A
(resp. de B). On en déduit que

H;(AUB) + Zdwm C;)° —I—Zdiam(c
el i€J
> H3(A) +H3(B)
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En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient
H(AUB)+e>H(A) + H*(B)

Finalement, en faisant tendre € vers 0, on obtient I'inégalité voulue. O

A.3 PROPRIETES ET DIMENSION DE HAUSDORFF

Proposition A.6. 1) La mesure de Hausdorf{f est invariante par translation.

2) La mesure de Hausdorff vérifie la propriété de dilatation suivante :

H(AA) = NH*(A), Vs € [0,+00],VA CR" VA >0

Démonstration. 1) En effet, si {A;},. est un 0-recouvrement de A C R”", alors pour tout b € R",
{b+ Ai},cn est un d-recouvrement de b + A, ot b+ P = {b+p|pe P} C R" ot P C R" De
plus, pour tout i € N, diam(A;) = diam(b+ A;) etil y a une correspondance bijective entre les recou-
vrements de A et ceux de b + A donnée par {A;}; . +— {b+ A;},.y, d’ott I'invariance par translation
de la mesure de Hausdorff en passant a la limite quand ¢ tend vers 0.

2) Sis € [0,+00],d >0, AC R" et A € R, on apour tout -recouvrement {A;};en de A que {AA; }ien est
un Ad-recouvrement de \A, donc

H3s(AA) < ) diam(\A;)°
€N
= )\SZdiam(Ai)s

€N

En passant a I'infimum sur tous les recouvrements, H3s(AA) < A*H3(A). En faisant tendre § vers 0,
on a ce que l'on voulait. Réciproquement, on peut faire le méme raisonnement dans l'autre sens et
trouver que Hj(A) < A7°H35(AA), d’otr la conclusion désirée.

On peut alors déduire ce que représente la mesure de Hausdorff dans les casoti s =0 et s = 1.

Proposition A.7. i) La mesure H° est la mesure de comptage.

it) Sur R, la mesure H" est la mesure de Lebesgue.

Démonstration. i) Soit A une partie finie de X et notons dp = min{|z —y| | z,y € A,z #y} > 0. On
veut montrer que pour tout § € ]0,do[, H3(A) = card(A). En effet, comme A C (J, 4 {z}, alors
HI(A) < X ca 1 = card(A). Inversement, si {A;}, est un §-recouvrement de 4, alors comme § <
8o, onacard(l) > card(A) et en prenant l'infimum sur de tels recouvrements, H2(A4) > card(A). On
en déduit I'égalité voulue. Ceci est encore vrai pour un ensemble A infini en utilisant la croissance
de H°.

ii) On commence par découper

n—1

1 2
l<—<—-<---< <1, n € N*
n n

109
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et on a donc
n

(01> Y (diam [Zglﬂ)l _1

=1

En prenant la limite quand n — oo, on obtient H! ([0, 1]) < 1.
Soient maintenant § > 0 et ¢ > 0. Considérons {A;},  un d-recouvrement de [0, 1] et tel que

<e€

|H§ ([0,1]) = _ diam(A;)

ieN

Sans perte de généralité, on peut supposer que les A; sont des intervalles ouverts. Il existe une
famille {ak}ogkgpf avec0 =ag < a1 < --- < ap = 1, telle que [ax, ar+1] n"appartient qu’a un seul 4;
pour tout k =0, ...,p — 1. Par conséquent,

3
L

H; ([0,1]) + & >
0 O

el
Il

Comme H!([0,1]) = 1 et H! est invariante par translation, on a le résultat recherché d’apres la
proposition 3.14 (page 49).

Introduisons maintenant la notion de dimension de Hausdorff.
Proposition A.8. A E fixé, I'application s — H*(E) est décroissante. De plus, si s,t € [0, +oc] avec s < t,

alors
H3(E) > 6° "H(E)

En particulier, il existe un unique s € [0, +oc] tel que H'(E) = 0sit > set H'(E) = +oosi0 <t < s.

Définition A.9. Un tel s est appelé la dimension de Hausdorff de £.

Démonstration. 1) L'application s — r® est décroissante pour tout 7 € |0,1[. On fixe E une partie de
X. Soient § € 0, 1], et { E}, } nen un d-recouvrement de E. En particulier, diam(E,,) € ]0, 1] pour tout
n € N, donc on en déduit que s — H3(E) est décroissante. En faisant tendre § vers 0, s — H*(E) est
décroissante a E fixé.

2) Soit E une partie de X, et { E,,} un é-recouvrement de E.On a

Hy(E) < Y diam(E,)'
neN
_ diam(E,,)!
t—s n
< 5 Z ( 5t75 )
neN
. t—s
< 070y diam(Ey)* <7dm;(E")>
neN \ ,
<1
< 5t752diam(En)S

neN

110



ANNEXE A. MESURE DE HAUSDORFF

Finalement, en passant a I'infimum sur tous les d-recouvrements, on déduit que
Vs < t, Hi(E) = 8 "HL(E) (A.5)

Par (A.5):

— Sids < oo tel que H*(E) < oo, alors Vt > s, ona H!(E) = 0.

— Si3t > 0tel que HY(E) > 0, alors Vs < t, on a H*(E) = 4o0.

Ceci assure l'existence et 'unicité de s € [0, +oc] tel que /HY(E) = 0sit > s et H'(E) = +oo si
0<t<s.

A.4 EXEMPLES DE MESURES ET DE DIMENSION DE HAUSDORFF

On considere a présent X = R™, n > 1, muni de la distance d défini par :

dey) = max fri—yil, Vo= (. wn)y= (. ooun) € R

=1,...,

Proposition A.10. Dans ce cadre, la dimension de Hausdorff de [0, 1[" est n.

Remarque. C’est vrai aussi pour la distance euclidienne.

Démonstration. Notons C,, = [0, 1[" I'hypercube unité de R™. Pour tout k > 1, C,, s’écrit comme union
disjointe de 2" pavés qui sont des translatés de [0,27%[". Notons C,, » = [0,27%[".
On a donc que H*(Cp, ) = 27%H*(C,,), d’otr par additivité-dénombrable et comme C,,, C,, 1 sont des
parties H°-régulieres :

HE(Cy) = 2"F27 R 12 (C,,)
Finalement, si H*(C),) ¢ {0, +o0}, alors s = n (x).

<0

—
Si s > n, alors H*(Cy)(1 — 227k) = H3(C, ) (1 — 2(P = 5)k) = 0, et, en passant a la limite lorsque &
tend vers l'infini, on trouve que H*(C,,) = 0.
Si s < n, pour tout recouvrement de C,, par des ensembles By, de demi-diametre rj, < %, on peut inclure
By, dans une boule euclidienne de rayon 2rj, < 1, et A, (Bg) < wpn(27%)", olt A, est la mesure de Lebesgue
dans R”, et w,, est le volume de la boule unité dans R™. D’ot1

1=XM(Cp) < Z An(Bg) < an(Qrk)" < wp Zdiam(Bk)S

keN keN keN

et en passant a I'infimum on voit que H*(C,,) > 1/w, > 0, donc H*(C,,) = 400 par (x).
Finalement, la dimension de Hausdorff de C,, est n. O

Application aux ensembles de Cantor

Jusqu’a présent, nous n’avons traité le cas ot s n’est pas entier qu'implicitement. Mais il serait inté-
ressant de trouver un sous-ensemble de R” de dimension de Hausdorff non entiére, et c’est le cas de
I'ensemble de Cantor classique (i.e. le triadique). Bien entendu, d’autres ensembles de Cantor donne-
ront des dimensions différentes !
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In2

In2
Théoréme A.11. La dimension de Hausdorff de l’ensemble triadique de Cantor K est s = 1n_3 et Hms (K) =1
n

Démonstration. Soient k € N et e = 37%. On peut recouvrir 'ensemble de Cantor K par 2* segments
(ceux qui interviennent dans la construction du Cantor lors de la k-ieme itération) {/; » }1<;<o+ de lon-
gueur €. D'ou,

2k 2
. In2 —k
s < - R s = - 1. a9 = =
H*(K) < ZZ;dmm(Im) Z:a Z:exp ( kIn(3) x 1113) ;2 1

Cet argument montre déja que :
- H*(K) =0sis> 12

In3
- H(K) < 1sis= {22
Soit maintenant s < {g—g On écrit K = ﬂneN K, (on rappelle que K, est constitué de 2" segments de
longueur 37") et on remarque que si § = 377, alors H3(K) = Hj(Ky) = 2V37°N. La premiere égalité
est évidemment le point qu'il faut vérifier, et qui est laissé au lecteur. Ainsi, si s < {22,
N + sis < In2
s : 2 T s
1S = ——
In3 O
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